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cientf . "y
Convéficg::l):dds la co.mputacmn, cristalégrafos, fisicos e ingenieros encuentran en |
erramientas importantes para su i j :
e : s impo : S respectivos trabajos.
g6 :s:onr.le;cna Comb’ln.atorla €8 una importante rama de la convexidad que su;
goen dee sig 1ol. Sus més 1mpo.rtantes lineas de investigacién, resultados y métod .
eron dzagoHatillos ;{n ;;Ls iltimas décadas, basadas sobre las contribuciones gecr)S
- Helly, K. Borsuk, P. Erdés. i .
g O , , rdos, H. Hadwiger entre otros extraordinarios
e u(I)ll;:no esb?aracterlstlco en convexidad, en la geometria combinatoria “... algy
pr fe daz'a 1ertas pueden ser formuladas en términos sencillos, aun pormentge e
s e . ; !
e freciei;a:e rieila: fcnatema,mfas. Sin embargo, las soluciones de estas cguestioiz:
e tan complicadas que toda solucién a
; : : un probl i
ever;:o ;nayor ...”, segiin es afirmado en el prefacio de [BMS]p ma ablerto co ua
n 3 .
o o n?egltfcaga de. los sc?senta:s fueron formulados varios interesantes problemas
e o G.n]; 1 f)mblr.latona, principalmente por L. Fejes Téth, B. Griimbaum, V
punt,o ) &e p ar(ziz;ll:n(.js:ﬂé [Ft’e], [Gr], 1[Bl}, [B2]. Algunos de estos problemas fue,ron.
eorias completas. Tal es el caso
pur part para el problema de B
quer(; l?vjwlélon d5e zim [cuerpo convexo de didmetro d en partes de didmetro rrf;:zlrc
a Cap. 5 de [BMS)), la hipdtesis de @ ] ‘ :
le ' ohberg- Hadwi b i
minimo de direcciones necesarias ilumi o everp cmero
. para iluminar la frontera d
P : ntera de un cuerpo convexo:
v ga Ca,p eséed :s[ }_1;11?/[ groblema abierto, aun para el espacio euclidiano trigimensionaf
5 Conve).ddad > TD, Yy, ﬁn;lnjl;nte, problemas relacionados con el clisico resultado
: eorema de Helly [S0], [S1], [S2], [B
de : ’ . , , » [B2], [B3], [DGK]. Otro eje
este tipo son los problemas relativos a la investigacién de éropiedides de ;itpcl)z
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en la frontera de conjuntos convexos, que inmovilizan, con respecto a traslaciones,
tales conjuntos. Entre los problemas anteriores se pueden mencionar:

1. La caracterizacién de sistemas de puntos que inmovilizan, con respecto a tras-

laciones, conjuntos convexos.

2. La determinacién de cotas para las cardinalidades de sistemas de puntos que

inmovilizan conjuntos convexos.,

3. La caracterizacién de cuerpos convexos con sistemas inmovilizadores con car-
dinalidad dada (vea el problema de Fejes T6th en la secc. 2.1.3 y el problema

simétrico de Fejes Téth en la secc. 2.2.1).

En el presente trabajo se lleva a cabo una exhaustiva investigacién de los pro-
blemas 1, 2 y 3 anteriores, para lo cual se retoman los principales resultados de L.
Fejes Téth, B. Griimbaum, V.G. Boltianski y H. Martini. ‘

Dada la gran dificultad de los problemas 1, 2 y 3, asi como de algunos otros
problemas relacionados con estos, nuestras soluciones en algunos casos, son parciales.”
Sin ambargo, estamos muy alentados de que el presénte trabajo sea un primer paso

hacia la consumacién de un “eventc mayor” ... _
E] funcional md M definido sobre la familia S™ de los cuerpos convexos (vea

1.1.2) fue introducido por V. G. Boltianski en [B1] con el objeto de efectuar una

* generalizacién del Teorema de Helly (Teorema 7) al contexto de una novedosa e

interesante variante de la definicién de conjunto convexo (vea H-convexidad en
1.3.2).
El funcional md M induce una particién del conjunto ™ en n clases las cuales
llamaremos clases de Boltianski. Cada clase de Boltianski Cy, k = 1,2,...,n esta
determinada por Cy ={M € " :mdM =k}, k=1,2,...,n.
El problema de Szokefalvi-Nagy (Problema 10) consiste en la determinacién de
todos los elementos de cada clase Cx para k =1,2,...,n.
~ El funcional md M ha resultado ser una herramienta fundamental en la investi-
gacién de varios importantes problemas de Geometria Combinatoria. En particular,
en el Capitulo 1 se discute el desarrollo de los principales resultados relativos a
la solucién del Problema 10 y al problema de la generalizacién del Teorema 7 pa-
ra conjuntos d-convexos (vea Seccs. 1.3.1y 1.3.3). La mayoria de los resultados
presentados aquf no son demostrados y hemos decidido demostrar aquellos cuyas

demostraciones consideramos verdaderamente ilustrativas.
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; Pz;ra realizar la discusién anterior, es necesario definir interesantes subfamilias
e politopos y de cuerpos convexos de 3™ como lo son, por ejemplo, los t
los belt-politopos, zonoides, etc. , Toneepes
A pes I i ar4
e ra}; sar detque fel Capitulo 1 tiene un caricter panordmico, resulta para nosotros
i i : :
tenfr o mpgr1 .Zn(ua, pues nos permite, por un lado, preparar el “escenario” para
foner la posibili ai de exponer nuestras contribuciones; ya que aqui se da la defini
10n ael cuerpo polar de un cuer i .
Po_convexo, la descripcié lici
s Bottmer o oo ' , pcion explicita de los cuerpos
incses, etc. Por otra parte
J nos ofrece un bellfsi j
e - S, , isimo ejemplo de
mE? p[el;‘segmf? la solucién de un problema, geométrico-combinatorio! o
. !
. e}. se %ntrt’)duce el concepto central de este trabajo: los “sistemas inmovilj
zadores primitivos” de cuerpos convexos. | o

Intuitiv, j 1 cos
amente, un conjunto de puntos F en la frontera de un conjunto convexo

M C R"es un si i ili i i
n sistema inmovilizador si, suponiendo que son colocados “clavos” fijos

en l}(i); Runtos d‘e F, es imposible trasladar M en alguna direccién
oo s1s?ema, Inmovilizador es primitivo si toda veg que se quite algin “clavo” de
, G]ED ;gnjunto restante no “fije”, con respecto a traslaciones, a M.
ado que, en general, un cuerpo tiene sistemas j i .

Jad ' inmovilizadores con dj
cafdmahdades, es necesario definir por gp, (M) y Omax (M) la més pequ;ff(’:;entTs
més .g?ande, respectivamente, de las cardinalidades de los sistemas i ili res
primitivos de M. ' pmoviizadores
Tétfl))n 212 ((j::plt};l(') 2 ;e ;i‘iscuten los principales problemas; Problema 60 (de Fejes

, tmetrico de Fejes Téth), la Conjetura 61 (de D
‘ : : s T anzer), 64 (de Moral
y 6t5 (d.e Boltianski), los principales resultados; los teoremas Bl)\/’I2 ( BM5ra ez
]t;'(;r;t'ra,ejir.npk}_I a 1{; conjetura de Danzer Secc. 2.2 todos ellos obter,lido,s por VYG
lanski y H. Martini, y los principales métodos: S en
do antocedontn artind, 0s; Secc. 2.2.2 y 2.3 que sirven
, aclones y retos en nuestras investicaci i
o O s o gaclones de los nimeros
e ;En virtud de la enorme dificultad para determinar Omin (M) ¥ 0oy (M) para un
" R . max
o e};(}) lc)(l)n\.rex.o McR .dado, €S necesario investigar el problema, menos dificil
e d?mslcilr‘rl’lento dle d?s1gugldades Para ¢y (M) ¥ @max (M) escritas en término;
Sion 7 y la clase de Boltianski de M. En el Teo
de la . . rema 72 se da una cota
mf((eir.lor para Omyy, (M) no conocida hasta ahora. En el Teorema 73 se demuestra
1\rr/}e ?n.te( r;]emplos, que esta cota inferior junto con la cota superior de Boltianski,
artini (leorema BM4) son exactas. Sin embar ' .
. €0, no contentos con el hecho de
gue '11(1)8 cuerpos que ﬁgur.a,n en la demostracién del Teorema 73 son relativamente
'IZI;CI 0s E{son descomponibles, i.e., representables en suma vectorial directa), en el
rema 74 se dgmuestra, de nuevo con ejemplos, la exactitud de la cota del Te;)rema
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72 y la cota de Boltianski-Martini, pero esta vez los cuerpos que se muestran en la

demostracién son indescomponibles.

Gracias a la completa descripcién que se tiene del conjunto H (M ) de los vec-
tores normales en puntos regulares del cuerpo convexo M C R™ donde M satisface
md M = 2 o M es centralmente simétrico con md M = 3 o md M = 4 (Teoremas 30,
32, 33) y del Teorema BM3, en la Secc. 3.2 se determina el valor de g, (M ) para
el caso en que M C R™ es un cuerpo de Boltianski o es un cuerpo de Kincses, i.e.,
md M = 2 o M es centralmente simétrico con md M = 3 o md M = 4 (vea Seccs.

1.2.2y 1.2.3). : |
Este hecho nos permite dar una solucién, en 3.3, al Problema 60 (de Fejes Téth)

para los casos o, (M) =27, 20— 1, 2n — 2. -
En 3.4 se hace una interesante investigacién del Problema 62 (simétrico de Fejes

Téth) para el caso g,y (M) = oo.

Por otro lado, en relacién a la Conjetura 61 (de Danzer), contrariamente a lo
que se esperaba, el dodecaedro rémbico no es el tnico poliedro de 14 vértices el cual
es inmovilizado primitivamente por el conjunto de sus vértices y asi lo demostramos
en 3.5. : ce 0 , "’

Finalmente, en 3.6 se resuelve el problema de la determinacién de estimacio-
nes para las cardinalidades de sistemas inmovilizadores primitivos maximales de
un cuerpo convexo M C R™ Una vez mis, tales estimaciones son establecida en
términos de la dimensién n y de la clase de Boltianski de M. Para realizar esta
tarea se introduce (Secc. 3.6.2), de manera auxiliar, la nocién de “cosistema inmo-
vilizador primitivo” de un cuerpo convexo M C R™. Esta nocién es aplicada a los
cuerpos polares (vea 1.1.4) de los cuerpos de Boltianski con el propésito de calcular
Omax (M) en el caso en que M C R™ es un cuerpo de Boltianski. Estos hechos tienen
como propdsito, basicamente, el dar respuesta a la pregunta: -

;existe un cuerpo de Boltianski M C R™ para el cual se tenga que 0p,ax (M) = 007

Los Lemas 95 y 96 responden: jNo!
. Varios de los resultados originales de este trabajo fueron obtenidos de manera
conjunta con el profesor V.G. Boltianski, director de este trabajo, y por el autor.
En algunos casos se encontraron soluciones originales independientes, por ejemplo,
el Lema 95. Dada la elegancia de la demostracién del Lema 95 del profesor V.G.
Boltianski decidimos incluir esta en [BMo2]. Sin embargo, en el presente trabajo
exponemos las dos demostraciones. En la Secc. 3.6.1 se expone la del autor la cual
hace uso de las ideas de la demostracién del Teorema 66. En la Secc. 3.6.2 se expone
la del profesor V.G. Boltianski la cual tiene la virtud adicional de que ilustra como
demostrar un resultado para un cuerpo convexo en términos de su cuerpo polar.




Capitulo 1

El Funcional md en la
Geometria Combinatoria

1.1 Preliminares

1.1.1 Elementos de Convexidad

(J';ZL (Iir.layorl.a, de nuesi;as consideraciones seran realizadas en e] espacid vectorial real
o n Olm.ensmn.n.: R™. Este estd equipado con el producto escalar (+,-) derivado de
> ;ma eu;:lldla,na. Los elementos de R”™ serdn considerados ya sea como puntos;
ando nuestros razonamientos tengan caracter Stri ,
geomeétrico, o ;
sean efectuadas operaciones algebraicas. : $© comorvectones: cuando
; Un subconjunto X C R” es llamado convezo si este contiene, con cada par p
e sus puntos, el segmento entero [p,¢] = {ap+ (1 ~ a)g: 0 < o<1} COl’l’,lg
:ilexﬂréﬁl(c)ls po.demos dai los puntos, segmentos de linea, simplejos, la bola cerf.aJda, B
onF <x.zs>cr1ta&i>o%§ : ={{x 6115" <Ha:H>§ 1}, los conjuntos de la forma H = {z €
@y) =a}, Ht = {2 ¢ :m,y>a}'H‘={azER"'( 2
? . . > a}; 1 (z,y) < a} para
gcith yo€E ]l?i}izjos. Izos conjuntos convexos HT, H~ son los semieslt;acz:os ce};'rzdos
ados por el hiperplano H. La interseccién de tod junti |
: ] . ‘ os los conjuntos convexos que
gzn‘?lenen al conjunto X C R“‘se denota por conv X. Claramente, la intersecciénqde‘
njuntos convexos es un conjunto convexo. Por lo tanto, conv X es un conjunto

- convexo.

| d'Seat ZV_‘f’C R”.un‘c.onjunto. Vamos a denotar por dim M, int M, er conv M
dz% 1‘7\n/—1rens1on, el nTterlor,. la frontera, el casco convexo de M , respectivam,ente y si,
im . < m, por rint M, rfr M, el interior y la frontera relativos de M, respeétiva—

10
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mente. Finalmente, denotaremos por lin M el espacio lineal generado por M.
Vamos a entender por cuerpo convezo un conjunto M C R™ que es convexo,
compacto, con interior no-vacio, es decir, la dimensién dim M de M es igual a n.
H es llamado un hiperplano soporte de X C R™ en el punto p € X si p € H,
y si, adicionalmente, X est4 completamente contenido en uno de los semi-espacios
determinados por H (Fig. 1).
Un conjunto cerrado X C R™ es convezo si y sdlo si existe un hiperplano soporte

de X a través de cada uno de sus puntos frontera. ‘
El punto « en la frontera fr M del cuerpo convexo M es un punto regular si

-existe un dnico hiperplano soporte de M a través de z (Fig. 1).

El conjunto T de todos los puntos requlares = € fr M es denso en la frontera.
del cuerpo convezo M, i.e., la cerradura cerrI’ de T esigual a fr M.

Para el cuerpo convexo M C R", H(M) denotard el conjunto de todas sus
normales exteriores unitarias en sus puntos regulares. '

Puesto que en el presente trabajo aparecerdn varios conceptos que generalizan a
la definicién de conjunto convexo nos referimos a la teorfa de convexidad, para dife-
renciarla de las otras, como convezidad lineal; respectivamente, conjunto linealmenté
convezxo. '

Consideremos la interseccién C de todos los semi-espacios que contienen a M
cuyos hiperplanos frontera pasan a través de z. El conjunto C es llamado el cono
proyeccién de M en el punto z; también se le conoce como el cono tangente de M en
z. En un punto regular, y sélo en un punto regular, el cono proyeccién consiste de

aquel semi-espacio acotado por el hiperplano soporte en z €l cual contiene el cuerpo.

El cono polar convexo del cono proyeccién en. el punto frontera z es -obtenido
trazando en z las normales unitarias exteriores de todos los hiperplanos soportes de
M en z colocadas en los semi-espacios diferentes a aquellos en donde esta contenido
M. El cono polar del cono proyeccién de M en p es llamado el cono normal de M
en p : v
La dimensién del cono normal, nos permite dar una clasificacién de los puntos
frontera de M. Si el cono normal en z tiene dimensién n, entonces z es llamado un
vértice del cuerpo. Si el cono normal en z tiene dimensién (n — p), entonces z es

llamado una p—cara.
Todo cuerpo convexo M C R” tiene a lo mds una cantidad infinita numerable

de vértices.
Un refinamiento de este resultado, para el caso n = 3, fue dado por Fujiwara [Fu]

quien demostré que todo cuerpo tridimensional tiene a lo mds una cantidad infinita
numerable de caras rectilineas.
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Sea M un conj v . conjunto
Junto convexo, cerrado P
sy , - Faraz € M, denotemos por F, el conj
ue contiene a z y 3 log puntos y # z en M para los cuales Ia, linea dete'rmina,di pz
q y v T

¥ ¥ y contiene un intervalo abi
terto I = (a,b) con z ¢ J
C M. Entonces se dice
que

cara impropia. Po
en ety P r otro lado, para z € 1fy M, F, ests también conteni
Caso tenemos una carg propia contenida en rfr M;

Pa ias t .
Ta caras propias tenemos. dos Casos importantes

si F, = z 3
explfesta{(F};g(e;d%llréoes'te tpugto €S un punto extremo) y, m4s aln, esta cara es
- 4 njunto de puntos ex o !

Puesto que Puestos de M sers denotad
que cada punto xpuesto de M es un punto extremo, se cumplz Il)sr elX PM
- ! : reiacion

~exp M C ext M.
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Figura 1:

1.1.2 Definicién del Funcional md. Sistemas Globales de Vectores
Describiremos el funcional md M introducido en [B1]. Diremos que los vect{ores’ib
g, A1,y - . .y Ay, € R™ son minimamente dependientes si
(i) Ellos son positivamente dependientes, i.e., existen niimeros positivos Ag, Aq,. ..,
Am tales que Agag + Arar + -+ Apap =0
(ii) Cada m de los vectores ag, ay, ..., a, son linealmente independientes.

Para todo conjunto no-vacio H C S™~!, denotaremos por md H el més grande de los
enteros m tal que existen en H vectores minimamente dependientes ag, ay, ..., G,
(si no hay vectores minimamente dependientes en H, entonces md H = 0). Mis

alin, para un cuerpo convexo, compacto M C R”, denotaremos por md M al

nimero md H (M), i.e., el més grande de los enteros m tal que existen m -+ 1 puntos
frontera regulares de M con normales exteriores minimamente dependientes. Ge-
ométricamente, los vectores ag, a1, ..., a, son minimamente dependientes si estos

son los vértices de un simplejo T de dimensién m que tiene el origen o € R™ en su

interior relativo.
Diremos que un sistema de vectores H C R"™ es global si no ests contenido en

una semiesfera, i.e., si no existe un semiespacio cerrado II, con hiperplano frontera
a través del origen, tal que H C II. En otros términos, H C R™ es global si para

todo ¢ # o existen hy, hy € H tales que (g,h1) > 0y (g, ho) < 0.

Ejemplo 1 Consideremos dos vectores p,q € S?, , en la esfera y sean Cp, =
q PFq )

b
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2 2 ) de, elipsoides
n S°NpLyCy=58%ngq, sus respectivos circulos ortogonales donde Pi Y qi son los

} ;“ : planos ortogonales q P Yy q, respectivamente. El sistema de vectores Cp, UCy es un A) = a2 Ex + 72 (zn — /\)2 <1
] conjunto global, _ ' B = pat
‘ 1 “\‘ ‘ B .
Esto se establece de manera senciila si empleamos la geometrfa de los circulos que tienen en su frontera el punto (0,0,...,—1) y el conjunto
méximos de S2. Es imposible que C, UC, esté contenido en una de las semi-esferas ‘ : 1
determinadas por C, = §2n ry,r€S? (Fig..2). . . v : {z :||z]| = 1,2 > E}
Iy ' '

o - | de E(V) para A #0.
w “‘”\“;W | . ' ' - Entonces B = E(0), y el vol;u o d ° b _eséf_l ;I;Zrc?augiijcfiovl: 1211: I;r K. D(e )agui se sigue .
| !w | | & | | ‘ El conjunto {z € B : z, >ﬁE} is,ta;;len;ec;ueﬁa contradiciendo la maximalidad de
l‘iu"] : _ que E(\) C K para /\ suficientem ) . |
| !W ' B. =
il L '

| | . . Cuerpo
1@ » ‘ 1.1.3 Las Funciones Dlstanm’a F(:Jc) y Sopoﬂ:e H(u) dg un :
1 ‘51‘1" : ‘ Convexo y la Geometria de Minkowski P

B ‘ ‘ : v o : ' ‘ ' ‘s . : o Convexo.
| '\:ﬁ ‘ : ' ’ La Funcién Distancia de un Cuerp

1 ‘ '
| KX ’ .

. . .

I | ‘ |

1
: llzll ) 2
i conjunto global. ‘ - Flz) = <ﬂgﬂ
. A continuacién, veremos un ejemplo interesante que muestra que la determina- : o '
! cién de la globalidad de un sistema de vectores H C R” puede ser un problema no '
trivial. Para este propésito haremos uso de la existencia de un tnico elipsoide de
méximo volumen contenido en un cuerpo convexo dado, la cual fue demostrada en

[Za). | - . F) <1

M : convezo si y sélo si el conjunto de las normales ezteriores de estos planos es un
iy

i o

i

Més aun, establecemos que F (o). = 0.
Los puntos que satisfacen la desigualdad

. . . ‘ . o Y - iguientes propiedades:
Ejemplo 2 (Grinbaum [i Gr]). i K C R™ es un cuerpo convezo y B es el elipsoide B son precisamente los puntos de K. F(z) satisface 1as sigui p
de mdzimo volumen contenido en K » entonces F' = BNfr K es un conjunto global. ’ ‘

| | a) F(z) > 0 paraz # o, F(0) = 0. | ;!
Prueba. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que B es la bola unitaria - . : : : ' ;l

B = {z : ||z]| < 1}. Supongamos que el semi-espacio abierto {¢ = (z1,...,2,) : - .  b) F(Az) :.AF(”T) para A > 0:
Zn > 0} no contiene ningiin punto de F. Consideremos la familia, a un pardmetro, ‘c) Flz +y) < F(z) + F(y).
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Po
r lo tanto, F(z) es una funcién convexa.

Reciprocam

de satisgzcer la; npt:épsizg::ilf: m)osbque Fla) es una funcién que tiene la propiedad
. a

satisfacen la desigualdad » b) ¥ ¢). Entonces los puntos cuyas coordenadas

en donde F(z) es la funcié

. n distancia al ¢
las propiedades que son us uerpo. Este co

ncepto de distancia ti
ualmente requeridas: ia tiene

d(z,y) > 0 para z ;é Y, d(z,z) =0

¥ satisface la “desigualdad el tridngulo”

S d(z,2) < d(m,y)'%l—d(y,z).

d(x7 y) =d(y, 17)

s 21 . e )
y ]5010 si ,el .cuerpo tiene a o como centro. Esto es, si
' .sta métrica fue introducida en [Mi] ,
tigaciones en la Teorfa de N timeros.

: y slo si F(z) = F(—z).
por Minkowski para realizar algunas inves-
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La Funcién Soporte de un Cuerpo Convexo

Si K C R” es un cuerpo convexo y u es un punto arbitrario diferente del origen,
entonces existe exdctamente un hiperplano soporte orientado P de K en la direccién

u tal que el semi-espacio positivo de P (en el cual u indica la direccién positiva) es

disjunto de K. La ecuacién de este plano puede ser escrita en la forma
(z,u) = H(u).

H(u) esllamada la funcién soporte de K.
Para todos los puntos z del cuerpo, la desigualdad

'z, u) < H () : (1.1)

se satisface, y la igualdad se tiene para algunos de sus puntos. H(u) puede ser
definida también como el méximo de (z, u) donde z varia sobre todos los puntos de
K. Reciprocamente, cada punto z que satisface todas las desigualdades (1.1) es un
punto de K. - ' ‘

En particular, si |u| = 1 entonces H representa la distancia del plano soporte al
origen. Esta distancia es considerada positiva si K y el origen estdn sobre el mismo
lado del plano soporte, y negativa si K y el origen estin separados por el plano
soporte. H es cero si el origen est4 en el plano soporte.

La funcién H (u) tiene las siguientes propiedades ([B-F] secc. 15):

A) H(o)=0.
B) H( ) = \H(u) para A > 0.
C) H(u+v) < H(w) + H(v).

También en [B-F] secc. 15 es demostrado que: .
Toda funcién H(u) definida para toda w € R™ y que satisface las propiedades
A), B), C) es la funcidn soporte de un cuerpo convezo.

1.1.4 Dualidad Polar en Convexidad

Denotemos por E al espacio vectorial real de dimensién n, R” i.e., E = R™ Una
funcién f: E — R es llamada una funcional lineal sobre E si satisface

f(aa+Bb) = af(a) + Bf(b)
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para &, € Ry a,b € E. El conj vdas 1 i
, . junto de todas las funcionales linea] idas
sobre F es denotado por E*. Con las operaciones usuales o definidas

(f+9)(@) = £(a) +9(a), (A\f)(a) = Af(a)

el conjunto E* es un espacio vectorial de di i6 i
E. Este espacio vectorial E* es el espacio dcltl;l;zzlt:);o 7::12’ ,g’).or o ato, e fsomorfo a
_Puesto. que F = R?, es bien sabido que cada vector Yy € E puede ser consid
rado. como una funcional lineal sobre F, i.e., y(z) = (z,y) y, reciprocament zl de-
?;nsc’l;)nal l1;1ea,1 fE € EE* puede ser expresada en la forma f (x’) = (z,y) para (Zlgzn:
olo una) y € F. En este i j E* coinci i ,
) lf/t ot caso el espacio -conJugado E™ coincide con E, i.e., E es
A cox.ltlnuaci.én, trasladaremos varios conceptos de cuerpos convexos al lengua ]
de espamos conjugados. Esta correspondencia 1-1 entre estas nociones ® dn
polaridad o dualidad. * oo lamada
Sea f € E* una funcional lineal no cero definido sobre E. Denotemos por f* el
conjunto {z € E: f(z) = (z,y) = 1}. Este conjunto es un hiberpland en E que no
contlex}e al punto o € F. Reciprocamente, para todo hiperplano L ¢ E que n(i
a través de o existe un dnico punto f € E* tal que f* = L. Por 10 tan’coqo:btenepasa
una correspondencia 1-1 entre el conjunto de todos los hiperplanos en, E o
pasan a través de o, y el conjunto de todos los puntos de E* excepto o e
Por*otra parte, sea z un punto de F distinto de o. Denotemos por x”: el conjunto
é{ € E*: f(z) = 1} ={f € E*: (z,y) = 1}. Este conjunto z* es un hiperplano en
que no c.ont1ene al punto o € E. De nuevo, obtenemos una, correspondencia 1-1
e{n:re el conjunto de todos los puntos de E distintos de o v el conjunto de todos 1
hiperplanos de E* que no pasan a través de o. | : s
- El Cuerpo Polar. Si K es un cuerpo convexo (con puntos interiores) y el
origen pertenece a su interior, entonces la funcién soporte H(u) de K es osii’iv
para tc?t’ia u # 0. Esta tiene entonces las propiedades a), b), c) que carafterizaa
la funcién ‘d1stancia, [vea el principio de esta seccién]. Por lo, tanto, en este cason
H p}lede ser pensada como la funcién distancia de un cuerpo conviaﬁco K*. E t,
consiste de los puntos que satisfacen la desigualdad e

H(u) <1.

1 f s
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Sea K un cuerpo convexo que tiene al origen o como uno de sus puntos interiores.
El cuerpo polar de K es definido como el conjunto '

K*={yec E*:y(z) <1paratodoz € K}

no es dificil ver que K™ es convexo.
Es en esta forma con la que nosotros trabajaremos con los cuerpos polares,

debido al mayor caricter geométrico que funcional de esta descripcién (Lemas 89,
75 y Teorema 67). Usando esta perspectiva fueron obtenidos interesantes resultados
en [B3] y [Ki] relativos a la solucién del problema de Székefalvi-Nagy. Algunos
trabajos en donde se resuelven interesantes problemas de Geometria Combinatoria
traduciendo tales problemas al lenguaje de cuerpos polares son [Be],[Bal],[B-Mo2].

Cabe mencionar que la descripcién funcional del cuerpo polar tiene miltiples
aplicaciones y existe un gran ndmero de resultados en esta direccién, sin embargo,
nosotros no abordaremos estos hechos. Remitimos al lector interesado al excelente

libro [S].

Teorema 3 Para todo f € E* no cero, el hiperplano b es un hiperplano soporte
del cuerpo M si y sdlo si f es un punto frontera de M™. ‘ '

~

Teorema 4 Para todo punto f € E* no cero el hiperplano f* es un hiperplano
soporte regular del cuerpo M siy solo si f es un punto frontera expuesto de M*.

Ahora pasemos a la teorfa de conjuntos convexos. Sea E = Ey @ --- @ E;s
una descomposicién en suma vectorial directa para el espacio vectorial £ = R™.

Supongamos que para todo ¢ = 1,...,s es dado el conjunto convexo M, C E,.
- El conjunto de todos los puntos z = 21 + -+ + Ts, donde z; € My,...,zs € M,
es llamada la suma vectorial directa de los conjuntos Mj,..., M, y es denotada

por My & -+ @ M,. Es facil ver que My @ --- P M, es convexo en E. Si cada M;
es cerrado (compacto), entonces M; & - - - & M, también es cerrado (compacto). Si
cada M, es un cuerpo convexo en E, (con el origen en su interior), entonces también
My &---@® M, es un cuerpo convexo en E (con el origen en su interior). Un cuerpo
convexo M C E es llamado descomponible, si existe una descomposicién en suma
vectorial directa E = E1&---@® E;s con s > 2y dim E, > 1 paracada ¢ € {1,...,s},
tal que M = My & - - - & M,, donde cada M, es un cuerpo convexo en F.

Consideremos cuerpos convexos M, C Eg, ¢ = 1,...,s, donde cada uno de los

cuales contiene al origen en su interior. El cuerpo convexo conv(My U ---U M) es
llamado la unidn directa de los cuerpos My,- .., Ms y denotado por My V ---V M.
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Esta unién es de nuevo un cuerpo convexo en E con el origen como uno de sus

puntos interiores. Un cuerpo convexo M C E es llamado divisible, si existe una
descomposicién en suma vectorial directa F = E; @---® F; con s > 2 y dim E,>1

para todo ¢, tal que M = My V ---V M, donde, de nuevo, cada M, es un cuerpo
convexo en E, con el origen en su 1nter10r paracada g=1,...,s.

Teorema 5 Sea E=F, @ ---&® E,, y sea M, un cuerpo convezo en el espacio E,
con el origen en su interior para cada ¢ =1,...,s. Entonces

(Ml@"‘@Ms)* — va",'VM:a
(MyV-- VM) = M{®---& M,

donde M es el cuerpo polar de M, en el subespacio E,qg=1,...,s

Corolario 6 Sea M C E un cuerpo convezo con el origen como uno de sus puntos
interiores. El cuerpo M es descomponible si y sélo si M* es divisible.

1.2 El Problema de Szokefalvi-Nagy

1.2.1 Historia del Problema

Primeramente, enunciemos el famoso teorema de convexidad: El Teorema de Helly.

Teorema 7 (de Helly) Sean My, ..., M, conjuntos convezos en R™, s > n+ 2.
Si cada n 41 de estos conjuntos tiene interseccion no vacia, entonces

Min---0M, 0.

Un hecho notable es que el Teorema de Helly es equivalente al siguiente Teorema
de Carathéodory [DGK].

Teorema 8 (de Carathéodory) Cuando X C R", para cada punto y de conv(X)
eriste un conjunto de s puntos zi,...,%s, todos elementos de X, con s < n+1 tal
que y es un punto del simplejo cuyos vértices son los z1,..., .

- Sea F una familia de conjuntos en R"™. La dimensién de Helly, him F, de
la familia F es el entero m mds pequefio tal que la familia F posee la siguiente
propiedad: si para toda coleccién de conjuntos My, ..., Ms € F con s > m+1, cada
m + 1 de ellos tiene interseccién no-vacia, entonces My N ---N M, # @. El Teorema
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clasico de Helly establece que la familia de todos los conjuntos convexos en R” tiene
dimensién de Helly igual a n.

A continuacién, expondremos los principales resultados acerca de la determina-
cién de la dimensién de Helly de la familia 7(M), donde M C R" es un cuerpo
convexo y T(M) consiste de todos sus trasladados. Para simplificar la notacién
denotemos por him M a him T'(M). Es facil ver que si M C R™ es un paralelotopo,
him M = 1. En otros términos, si My, ..., M, son trasladados de un paralelotopo M
tal que cada par de aquellos tiene interseccién no-vacia, entonces la interseccién de
todos aquellos es no-vacia, i.e., My N ---N M, # @. El famoso matemético hingaro
B. Szokefalvi-Nagy probé que el recifproco del resultado anterior es cierto [Sz].

Teorema 9 (de Szokefalvi-Nagy) Si un cuerpo cohvexo,l compacto M C R” sa-
tisface la condicidn him M = 1, entonces M es un paralelotopo.

Este interesante resultado dié lugar a la formulacién del siguiente (dificil) -pro-
blema de Geometria Combinatoria conocido como el problema de Székefalvi-Nagy:

Problema 10 FEncontrar todos los cuerpos CONVeETos, compactos M C R” para los
cuales him M =r, donde r =2,...,n.

.Observemos que, en virtud de los Teoremas 7 y 9, este problema unlcamente
tiene sentido para aquellos enteros r tales que 2<r < n,
‘La “solucién algebraica” del problema 10 fue dada por V. Boltianski [B1].

Teorema 11 Para cada cuerpo convezo, compacto M C R” se satisface que him M =
md M.

V. Boltianski ofrece una completa 1nvest1gac1on del caso md M = 2 para cuerpos
centralmente simétricos [B2]

Teorema 12 Sea M C R" un cuerpo convezo, compacto, centralmente simétrico.
La desigualdad him M < 2 es verdadera si y solo si M es suma vectorial directa
de conjuntos convezos, cada uno de los cuales tiene dimensién < 2 ie, M =
M @ -8 M,, donde dim M; < 2.

Este teorema es una generalizacién directa del Teorema 9. De hecho, el Teorema |
9 puede ser formulado de la manera siguiente: La igualdad him M = 1 se satisface
siysblosi M=M;&---& M s con dim M; = 1 para toda s.
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En la siguiente seccién veremos, casi completamente, como es que V. G. Boltians-

ki, haciendo uso del Teorema 11, resuelve, también, el Problema de Sz-Nagy para el
caso r = 2, es decir, clasifica los cuerpos convexos, indescomponibles M C R”™ para
los cuales him M = 2, i.e., clasifica los cuerpos convexos M C R™ indescomponibles
para los cuales md M = 2.
- Una parte del Teorema 12 tiene una completa generalizacién. De manera mas
precisa, si M es suma vectorial directa de conjuntos convexos, cada uno de los cuales
con dimensién < r , entonces la desigualdad him M < r es cierta. Este resultado se
obtiene como corolario del siguiente teorema [BMS1]:

Teorema 13 Sea M C R™ un cuerp‘o convezo que tiene la representacion: M =
M, & ---® M,, donde para cada g € {1,...,s} , el conjunto convezo M, es un
cuerpo en su casco afin y, por lo tanto, es posible denotar su dimensién de Helly
por him M, (en hn Mq ), ¢ =1,...,s. En esta situacion, la siguiente igualdad se
cumple:

him M = max(him M, ..., him M)

Ahora la pregunta natural es: ;Cudndo es cierta la otra parte del Teorema 12
para 2 < r < n? Expongamos esta duda de una forma més precisa.

Pregunta 14 ;Es verdad que si M C R™ es un cuerpo convezo tal que him' M < r,
2<r<mn, entonces M = My & ---@ My, donde M; C L;, Rn=L1€B"'€BLk, yla
dimension de L; no excede r?

En el caso general, esta pregunta tiene respuesta negativa. En [B2] se dan
ejemplos, los cuales ilustran, por un lado, que la hipétesis de simetria central de M
es imprescindible para r = 2'y que, por otra parte, la pregunta 14 tiene respuesta
negativa para el caso r > 3 ain cuando M es supuesto centralmente simétrico.

Veamos en detalle el ejemplo de V. Boltianski para el caso r = 2.

Ejemplo 15 La hipétesis de simetria central en el Teorema 12 es imprescindible.

‘Prueba. En efecto, el R3, con un sistema coordenado rectangular (1, 22, z3),
consideramos el poliedro M (un stack) determinado por las desigualdades

21 >0,z 4 <L,z 22 <L,z a3 <1,z —ap <1

Puesto que M es una piramide cuya base es un cuadrado, M es indescomponible
. en suma vectorial directa. Por otro lado, no es dificil ver que md M.= 2y, por
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el Teorema 11, him M = 2 y, sin embargo, M no estd representado como suma
vectorial directa M; @ - - - @ M de cuerpos convexos M; con la propiedad de que

dimM; <2. m
Antes de continuar, introduzcamos dos clases importantes de politopos.
Diremos que un conjunto Z C R" es un zonotopo si es la suma vectorial (en ge-
neral, no directa) de un ndmero finito de segmentos. Como un ejemplo de zonotopo,
en la Fig. 3 se muestra el dodecahedro rémbico el cual es la suma vectorial d1recta
de cuatro segmentos en posicién general

- e — .

Figura 3:

Se dice que un politopo convexo M C R™ es un un belt politopo si para cada cara
F de M de dlmensmn dos y para cada arista P C F existe otra arista P, C F la
cual es paralela a P.

A pesar de los resultados negativos, observados antenormente la pregunta 14
no siempre tiene respuesta negativa. De manera més precisa, si se considera que el

- cuerpo M sea elemento de una familia @ de cuerpos convexos con alguna propiedad

especial X, entonces se puede concluir que la pregunta tiene respuesta positiva. El
problema ahora es determinar para cuales propiedades X se tiene esta situacién.
En [Bal] E. Baladze demuestra que si la propiedad X es:

i) ser un zonotopo, o
ii) ser un belt politopo,__'

la respuesta a la pregunta 14 es positiva. De manera precisa, los resultados de
Baladze son:

B
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Teorema 16 Sea Z C R™ un zonotopo. La desigualdad him Z < r es cierta si y solo
si Z es suma vectorial de zonotopos donde cada uno de los cuales es de dimension
<r.

Teorema 17 Sea M C R™ un belt politopo de dimension n. Entonées himM <r
si y solo si M es una suma vectorial de polztopos y cada uno de los cuales tiene
dimension < r.

La idea central en la demostracién del Teorema 16 es el hecho de que los zono-
topos Z C R™ indescomponibles son Helly-maximales, es decir, him Z = dim Z. En
términos més precisos, en [Bal] se establece el siguiente teorema:

Teorema 18 Sea Z C R™ un zonotopo indescomponible en suma vectorial directa
de conjuntos converos de menor dimension, entonces md Z = dim Z.

Ahora describiremos dos familias mas de cuerpos convexos: los zonoides y los

- belt cuerpos, para los cuales la respuesta a la pregunta 14 también es positiva. El

primer resultado fué demostrado por Baladze en [Ba2] y el segundo por V. Boltianski
y H. Martini en [B-Mal] en donde fue introducido por vez primera el concepto de

~ belt cuerpo.

Sea & la familia de todos los cuerpos convexos en R™. La metrlca de Hausdorff
para los elementos de S se define como

M, N) = max < sup inf |z — y|,sup inf |z — y|
p(M,N) = {x@%yeNl yl,yGngeMl

Diremos que N C R™ es un zonoide si existe una familia {Z,}52, C S" de
zonotopos tales que p(Zn, N ) = 0 cuando n — oo. :

Observacién 19 La famzlza de los zonoides no es densa ni szquzem en el conjunto
de los cuerpos centralmente simétricos [S].

Teorema 20 Para un zonoide M C R™ la igualdad him M = md M = r se sa-
tisface si y sélo si M puede ser representado como una suma vectorial directa de
conjuntos de dimensién < r, pero no como una suma vectorial directa de conjuntos

de dimension < r — 1.
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Sea M C R” un cuerpo convexo, m una linea soporte de M, y ¢ € m N M.
Decimos que m es una semi-tangente para M si al menos uno de los rayos definidos
sobre m por el punto a es un rayo tangencial para M, i.e., est4 contenido en el cono
soporte de M en a.

Sea M C R™ un cuerpo convexo y [ una linea. Decimos que ! tiene una direccion

belt con respecto a M si toda linea soporte m de M paralela a [ es una seml—tangenteﬂ

de M.

Un cuerpo convexo M C R™ es llamado un belt cuerpo si para cada vector
v € H (M) y para cada ¢ > 0 arbitrario existen 7 — 1 belt vectores linealmente
independientes ai,...,an-1 del cuerpo M tales que el hiperplano generado por ellos
tiene normal umtana P que satisface ||v — p|| < e.

Ejemplo 21 Todo belt politopo M C R™ es un belt cuerpo.

Prueba. En efecto, sea v € H (M). La hipercara N de M cuyo vector normal es
v, es un politopo de dimensién n— 1. Por un lado, el nimero de aristas (subespacios
afines de dimensién 1 que conectan vértices de N interseccién la frontera de M)
de N es mayor que n — 1y, por otro lado, cada arista de N determina una belt
direccién con respecto a N, en virtud de la definicién de belt politopo. Por lo tanto,

€8 p051ble encontrar n — 1 belt vectores linealmente 1ndepend1entes del cuerpo N
- ortogonales a v. Luego, M es un belt cuerpo. m

Ejemplo 22 S’ea C un cono circular recto, i.e., C = conv(4 U {z}) con A =
{(z1,22,23) € R3: 22422 < 1,23 = O} yz = (0, 0 1), entonces M = conv(CU-C)
no es un belt cuerpo (Fig. 4)

Prueba. Si la direccién determinada por el vector u € S? ilumina al punto z o -

a —z, entonces la.shadow boundary £(u) es'igual a A4 y, por lo tanto, ninguna de las

- lineas soportes de M en los puntos de A es una semi-tangente. Luego, ninguna de

estas direcciones es una belt direccién con respecto a M. Por otro lado, en el caso
contrario, i.e., u € S? es tal que la direccién determinada por u no 1lum1na al punto
zoa-—z, entonces &(u) contiene a ¢ 0 a —z y, por lo tanto, la linea soporte de
M paralela a u por z o por —z, no es una semi-tangente para M. Luego, v no es

una belt direccién con respecto a M. En resumen, no existen belt direcciones con

respecto a M y, por lo tanto, M no es un belt cuerpo.
n

A diferencia de los zonoides la familia de los belt cuerpos es densa en el conjunto
de todos los cuerpos convexos.
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Figura 4:

Teorema 23 La familia de los belt cuerpos es densa en I™.

La demosfracién de este resultado se sigue del Ejemplo 21 y del Teorema 41.1
de [BMS1]:

Teorema 24 Todo cuerpo convexo M C R”™ puede ser representado como un lzmzte
de una sucesién convergente de belt polztopos

En [B-Mal] se extiende el Teorema 17, el Teorema 26 abajo, para la familia de
belt cuerpos.’ Para verificar que, efectivamente, se trata de una generalizacién basta
observar el Teorema 23, la Observacion 19 y el siguiente resultado, demostrado en

[BMS1]:
Teorema 25 Todo zonoide Z C R™ es un-belt cuerpo.

El siguiente teorema es, por tanto, uno de los resultados mas importantes, al dfa
de hoy, en la solucién al problema de Sz-Nagy.
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Teorema 26 Sea M C R™ un belt cuerpo. La desigualdad him M < r, 1 < r < n,
se cumple si y sdlo si M es representable en la siguiente forma:

M=M&---&M,, dmM;<r, i=1,...,8

En otras palabras, si un belt cuerpo convezo es representable como una suma vec-
torial directa de conjuntos convexos M, ...,M;, cada uno de los cuales es indes-.

componible, entonces

him M = max(him M, ..., him M)

1.2.2 Cuerpos de Boltianski

En este apartado presentaremos los Cuerpos de Boltianski los cuales estdn caracte-

rizados por tener su dimensién de Helly igual a 2, es decir, los Cuerpos de Boltianski -

son aquellos cuerpos convexos M C R™ para los cuales him M = 2, i.e., md M = 2.

~ Por lo tanto, los Cuerpos de Boltianski, los cuales fueron introducidos para n = 3

en [B-Ch] y el caso general en [B3], son la solucién al problema de Sz-Nagy para el

caso r = 2.

En [BMS1, pag. 166] se plantea la 31gu1ente estrategla para resolver el problema
de Sz-Nagy para toda r: a

(1) Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que un sistema de vectores
satisfaga la condicién md H=r.

(i) Describir todos los cuerpos M C R™ para los cuales el sistema de vectores

H (M) satisfaga las condiciones encontradas en (2).

En [B3] se lleva a cabo, de manera por dem3s elegante, la estrategia anterior para

"resolver el caso r = 2.

Puesto que nosotros realizamos varias investigaciones de los Cuerpos de Boltians-
ki, precisamos de una completa descripcién de estos y de los sistemas de vectores
H C R™ tales que md H = 2. Para tal objetivo es necesario establecer las principales

definiciones y resultados de [B3].

Un sistema de vectores H C R” es llamado un’ 2—szstema si éste es global y satis-

face md H = 2. Adem4s se dice que es no-divisible, si no existe una descomposicién

en suma vectorial directa R* =L, @---® L;, s > 1,con dimL; > 0,¢ = 1,.
yH CLiU---UL,. Un vector e € H es llamado particular si éste no puede ser
representado como una combinacién lineal positiva de elementos de H — {e}.
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Sea @ C R™ un sistema de vectores diferentes de cero. Denotaremos por norm @
el conjunto de todos los vectores normalizados de @, es decir, y € norm @ si y sélo
si existe z € @ tal que y = Tng

Sea k un entero con 1 < k < n, y sea ¢ : {k+1,.. ..,n} — {1,...,%k} un mapeo
que es sobre para £ =2 y sea ey,...,e, una base para R". Para ¢ < j definimos
los siguientes subconjuntos bidimensionales

Fij={v:v=2e +zjej, 2, <0, z; <0}, ILj={v: v = +zje;, z; <0}.
Consideremos los sistemas de vectores

H(l) ={61}U U Hiyj. y

1<j<n

H(k) = {81, .. .,ek} U U E;luU U Hcp(j),j para l1<k<mn,
i<j<k k<j<n ‘ :

H(n);{el,..‘.,en}u U EF;;

Finalmente, sea ey, e, €3, ¢4 una base en R* Consideremos el sistema de vectores

- Hy ={e1, e2, €3, €4, —e1 — €3, —e1 — €3, —e3 — €4, —€5 — es, €1+ €2 + €3+ eq}.

En [B3] los siguientes teoremas son establecidos

Teorema 27 Sea H C S™! un 2-sistema no-divisible, con n > 3. Si H no contiene
un vector particular, entonces n =4, y en una base ey, ey, ez.es de R* el sistema H
coincide con '

H(o) = norm{ey €3, €3, €4, — €1 — €, —€1 — €3, —€3 — €4, —€3 — €q, €1 + €3 + €3 + €4}

Teorema 28 Sea H C S™ un 2-sistema no-divisible que contiene al menos un
vector particular, donde n > 3. Existe un nimero k, 1 < k <n, y vectores particu-
lares linealmente independientese,, . . ., ey, de H tales que las siguientes afirmaciones
son verdaderas. - : ' :

H C Hy (1.2)
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para k = n. Mds ain, sea k < n. Entonces ezisten vectores egxqy,...,ep Y un
‘mapeo

p:{k+1,...,n} = {1,...,k},

tal que ey, ..., e, es una base en R™ (no necesariamente ortonormal) y las siguientes
relaciones se cumplen: )

HCHyy (1.3)
pardi k=1,
| H C Hy, e
para k= 2 donde el mapeo es sobre, | ‘
H C Hy, E (1.‘5)

paral < k < n.-Ademds el lado derecho en las relaciones (1.2),...,(1.5), representan
'24sistemas mazimales contenidos en S™1, i.e., todo vector adicional hace que cada-

uno de esos sistemas de vectores tenga un valor de md mds grande que 2.

Teorema 29 Un cuerpo convezo, indescomponible M C R", conn > 3, satisface
la condicion md M = 2 si y sélo si existe una base €1,...,e, para R"de tal

- manera que ya sea que H (M) CnormH(,) para algin indice s =1,...,n o n =4

y H(M) =normH ).

En el teorema siguiente, haciendo uso del Teorema 28, Boltianski caracteriza los

cuerpos convexos indescomponibles M C R” para los cuales md M < 2 en términos
del cuerpo polar M*. Esto es un resultado._auxiliar hacia la descripcién final de los -

“

cuerpos 2 Helly-dimensionales.

Teorema 30 Sea M C R™ un cuerpo convezo; n > 3. Supongamos que o € int M
y M es indescomponible. La desigualdad md M < 2 se satisface en y sdlo en los
siguientes casos: '

" A) Eziste una base ey, ..., e, de R® y conjuntos convezos bidimensionales cerrados

Bij (i < j < n), tales que

i) By; Clin(e;,¢j) yext B;; C {ei, e;} U Fy,
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il) M* = conv(UKan Bij).

B) Eziste una base ey, . . ., e, de R™ y conjuntos convezos bidimensionales, cerrados
Ca,...,Cy tales que

i) Gy Clin(er,er) yextC; C {e;} UMy paral=1,...,n,
ii) M* = conv(Cy,.:.,Cl).

C) Euziste una base ey,...,e, de R", un entero k (2 < k < n), un mapeo @ :

{k+1,...,n} = {1,...,k} (este es sobre en el caso k = 2), y conjuntos

convezos bidimensionales, cerrados B;;, Ci(i <j < k;l > k), tales que

i) Bi; Clin(ey, ;) y ext B;; C {e;, e;} U Fyj,
if) C; C lin(ey, eq,(l)) yextC) C {ew(l)} Uy,
iii) M* C Conv((Uz’<j§k Bz'j) U (Ck+1 u...u Cl))'.

D) n =4y existe una base e1, €2, e3, e4 en RY, tal que H(M) = H(yy (vea el Teorema -

27).

Por conveniencia, escribimos ind M = s si M es un cuerpo convexo, tal que
md M =2 and H(M) C norm Hy,. Es conveniente dar una descripcién geométrica,

de los cuerpos convexos, M C R” con ind M = s. Haremos esto de manera detallada

para el caso ind M =1 en el Teorema 31. :

Sea W C R” un paralelotopo, y sea II una cara » de dimensién (n—~1)de W. Un
cuerpo convexo, compacto M que satisface la inclusién I C M C W se dice que es
un stack con base II, si para cada hiperplano L paralelo a II y que pasa a través
de un punto interior de M la interseccién L N M es un paralelotopo de dimensién
(n — 1) cuyas caras son correspondientemente paralelas a las caras de II (Fig. 5).

Existe otra descripcién de stacks. Sea ej,...,e, una base de R Para i < j,
denotemos por B;; el plano bidimensional {z : & = z;e; + z;e;} y por L; ; C R"el
subespacio de dimensién (n — 2) generado por todos los ey,...,e, excepto e;, €;.
M34s atlin, sea G'1;un conjunto convexo, compacto bidimensional contenido en P ;
tal que el segmento [e;, —e;] estd contenido en la frontera relativa de G4, ¥y no
existe un segmento en G el cual es paralelo al eje i-ésimo con longuitud > 2|e;|.
Entonces

My = () (Gi3®L1y), (1.6)

1<5<n
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Figura 5: ' \

Para ¢ < ], sea (;; C P;; un cuerpo convexo tal que o, e;, €j € Qi; y no
existe un segmento en J;; el cual es paralelo al i-ésimo o al j-ésimo eje y tiene ‘ ‘
longuitud > |e;| (correspondlentemente, > le;|). Finalmente, sea G;; un conjunto
convexo, compacto bidimensional contenido en P ; tal que el segmento [e;, —e;] estd
contenido en la frontera relativa de G;;y no existe un segmento en G;; el cual es ;
paralelo al eje j-ésimo con longuitud > 2le;| - - - i

Mpy= () (Qi; ®Lij)

i<j<n o

My=| ) @soLy |n ﬂ (Goi),s @ Lso(a) J) para 1<k <n. ‘
: i<j<k k<J<n '

En [B3] es demostrado que M ,) satisface las condiciones md M =2,ind M = s
y todo cuerpo M C R™ con md M = 2, ind M = s puede ser representado (salvo .
traslacién) en tal forma. ‘

Para dar una idea del tipo de razonamientos con los cuales se trabaja en [B3]y de i
como se trabajard en el presente manuscrito, ofrecemos la demostracién original de
V. Boltianski de la afirmacién anterior, en el siguiente teorema, donde en la dltima
parte de la prueba se agregd una pequeiia parte faltante.
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Teorema 31 Un cuerpo convezo M C R™ es un stack si y solo si satisface la
condicion (B) en el Teorema 30.

Prueba. Sea M un stack (con el origen en su interior). Denotemos por e; la
normal exterior unitaria de la cara II C M, y las normales exteriores unitarias de
las caras de W (con un vértice comtn ¢ € II) por ey,..., e,. Sea a ¢ II un punto
frontera regular de M. Denotemos por P el semi-espacio soporte de M en el punto
a, por I' su hlperplano frontera, y por v la normal unitaria de P. Primeramente,
consideremos el caso cuando I' no es paralelo a IT. Entonces la interseccién LNM es
un (n — 1)-paralelotopo cuyas caras son correspondiéntemente paralelas a las caras
de II. Puesto que a-es un punto frontera regular de M, hay una cara A de dimensién
(n — 2) del paralelotopo L N M tal que a € rint A. Por lo tanto, existe un indice
I € {2,...,n} tal que los vectores e; y e; son ortogonales a lin A. El vector v es
también ortogonal a lin A (puesto que A C T) y, por lo tanto, los vectores v, e1, ¢
son linealmente dependientes, i.e., v = z1e; + z2¢;. Més aun, el coeficiente zy es
no-positivo, puesto que el semi-espacio P contiene la base IT (en la Fig. 6 tenemos la
proyeccién de M y W sobre un plano bidimensional lin(e;, ¢;) paralelo a lin A). Esto
significa que v € TI;;. En el caso restante, cuando T es paralelo a I1, la inclusién
v € ITj ; se satisface también (puesto que en este caso v = —ey). Por lo tanto,

H(M)C norm'({el} U (U H1,z)> )
>1

e., para el sistema de vectores H = H (M) la inclusién (2) del Teorema 28 se
satisface. Esto significa que el cuerpo M satisface la condicién (B) del Teorema 30.

Reciprocamente, supongamos ahora que el CUErPO CONVeXOo M C RP” realiza el
caso B) del Teorema 30. Entonces :

H(M) C normext(M*) C lin(e;) (U Iy z)
i>1

Hacemos
Dy=H(M)A (lin(ey) UTLy), I=1,...,n (@.7)

e, H(M) = Dy U ....U D;. Para todo vector unitario v denotemos por P(v) el
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Figura 6:

semi-espacio soporte del cuerpo M con normal exterior unitaria. Entonces

(| Pk = ﬂP(U) R ﬂ(ﬂ P(v))=T2ﬂ-.ﬂTn,

veH (M) veD; veD, .
donde T3, ..., Tn son los cilindros “beams” definidos por las relaciones
=[] P),...,Tn= [ P).
vEDy vEDn

De acterdo con (1.7), Ty = L; ® M, donde L; es el complemento ortogonal del plano
lin(ey,e) y My = (ﬂveDz P(v)) Nlin(ey,e). _
Sea e} un vector ortogonal al hiperplano R; generado por los vectores

{ela vees€i—15€141y .. -’en}

(entonces el sistema de vectores {e!} es linealmente independente). Observemos que

el hiperplano W; generado por los vectores {e},...,el_,, ¢! 417+ -1 €} tiene como
vector normal a e;. Por lo tanto, H(W) = {el, .y€én} donde W es un paralelotopo
de dimensién n con lados I; || hn{el}, I, || Im{en} Si denotamos por Gi; =

TiNlin{el, €} y por L, CR" el subespacm de dimensién (n — 2) generado por
todos los €f,..., e, excepto e;, €}, entonces L, = L, W;nW; = L}, ie., Li; es
ortogonal a lin (ei, ej) y 1= Ll M =L};& G l=2,...,n. Entonces M tiene la
representacién dada por la relacién (1.6). m

|
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1.2.3 Cuerpos de Kincses

Teorema 32 Sea M C R™ un cuerpo convezo, indescomponible y el cual estd
centrado en el origen, y sea n > 4. La desigualdad him M = 3 tiene lugar si
y solo si existe una base ey;...,e, en R™ y conjuntos convezos, compactos bidi-
mensionales Ky, ..., K,_1, los cuales estdn centrados en el omgen y son tales que

-K; Clin(ey, ei41) para todoi=1,...,n—1, y

M* =conv(K; U ...UK,_1).

Teorema 33 Sea M C R™ un cuerpo convezo, indescomponible y el cual estd cen-
trado en el origen, y sea n > 5. La desigualdad h1m M < 4 tiene lugar en y sélo en
los siguientes dos casos:

A) existe una base ey, ..., e, en R y conjuntos convezos, compactos, centralmente
simétricos Ky, ..., Ky_3, los cuales estdn centrados en el origen y tal que K,
es un conjunto tri-dimensional contenido en lin(ey, ez, 63) el conjunto K; es
bi-dimensional y contenido en lin(eq, €;13) para cada i = 2,. -2,y el
cuerpo polar M* tiene la forma

M* =conv(K; U ...UK,_).

B) eriste una base eg, . .., e,_1 en R™, una descomposicién del conjunto de indices

2,...,n—1} en dos conjuntos disjuntos no-vacios Jo, Jy, y conjuntos con-
]

vezos, compactos bidimensionales K1, . .., K,_1, los cuales estdn centrados en
el origen y tal que K, estd contenido en lin(eo, e1); el conjunto K; estd conte-
nido en lin(eq, €;) para i € Jo, el conjunto K; estd contenido en lin(ey, e;) para
i € J17 y

M* = conv(K  U...UK,_,).

1.3 Dos Generalizaciones Interesantes de la Convexidad
Lineal: d—convexidad y h—convexidad. El Teorema
de Helly para Conjuntos d-convexos

En esta secéién discutiremos dos generalizaciones del concepto de conjunto convexo.
Los resultados presentados son, casi en su totalidad, el fruto de los esfuerzos de V.
Boltianski, H. Martini y P. Soltan [So],[B1],[B-Ma3],[BMS1] y tiene como objetivo
fundamental demostrar versiones correspondientes del Teorema 7 (de Helly).
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1.3.1 d—convexidad

Sea E™ un espacio normado de dimensién finita n y B su bola unitaria, i.e., {z €

" : ||z}l < 1}. En [So] P. Soltan introdujo el concepto de d-convexidad. Para z y
y en E™, denotemos por d(z,y) la distancia de Minkowski entre z y y respecto a la
bola B (vea Secc. 1.1.3). Un conjunto K en E" se dice que es d-convexo si para
todo par de puntos a,cen K, b en E™, la igualdad d(a, c) = d(a, b) + d(b, ¢) implica,
que b estd en K. :

Teorema 34 La interseccion de una familia arbitraria de conjuntos d-convezos es

‘un conjunto d-convezo.

Teorema 35 El semi-espacio P C E™ es d-convezo st y sélo si su hiperplano fron-
tera L es d-convezo.

Teorema 36 Cada conjunto d-convezo, cerrado, con mtemor no vacio M C E™,

el cual no es idéntico a E™, puede ser representado como la interseccion de una

familia de semi-espacios d-convexos cerrados.

1.3.2 h—c;"mvexidad

Sea H C S™ 1 C R™ un subconjunto arbitrario de vectores de la esfera unitaria.
Cada semi-espacio de la forma {z : (f,z) < A}, f € H,A € R es llamado un
semi-espacio H-convero, y cada conjunto representado como la interseccién de una
familia de semi-espacios H-convexos es llamado un conJunto H -convezro.

De la. definicién es claro que cada conjunto H-convexo es cerrado y linealmen-
te convexo. El reciproco es verdadero nicamente cuando H = S™!. En otros
términos, si H # S™! existe un conjunto linealmente convexo, cerrado que no es
un conjunto H-convexo.

Ejemplo 37 Sean e;,ez,es € R3 vectores que forman una base de R® y H =
{e1, e2, ea}. Entonces la bola unitaria de R™, S no es conjunto H-convezo.

Prueba. Los conjuntos H-convexos para H = {ey, ez, €3} son dnicamente del
siguiente tipo

1. Puntos,

2. Lineas,
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3. Planos,

4. Paralelepipedos.
Luego, 5! no es conjunto H-convexo. m

Te(?rema 38 Para todo cuerpo convero M C R™ con el origen en su interior se
satisface la inclusion H (M) = norm(exp M ).

_Co'rolario 39 Para todo cuerpo convezo M C R™ con el origen en su'interior se
satisface la inclusion H(M) C norm (ext M .

Teorema 40 El funcional md, definido sobre la familia de todos los cuerpos con-
vezos, es un invariante afin.

Teor.ema 41 Fl funcional md, definido sobre la familia de todos los cuerpos conve-
zos liene la propiedad de la semicontinuidad inferior. Esto significa que para todo
cuerpo convexo M C R™ eziste un nidmero positivo § con la propiedad de que pa-

ra todo cuerpo convezo N C R™ tal que o M,N) < §, se sati la desi
md N > md M. ue o ) © sface la desigualdad

- Teorema 42 Un cuerpo convezo M C R™ es H-convezo si y sélo si se tiene que

H(M) C cerr H.

Teorema 43 Sea H C S™ ! un sistema de vectores global. La dimensién de Helly

- de la familia C de los conjuntos H-convezos es tgual @ md H.

1.3.3 La Di'mensién‘de Helly de los Conjuntos d-convexos

Sea E™ un espacio normado de dimensién n, en el cual se ha introducido un producto
escalar. Denotemos por H (E™) el conjunto de todos los vectores unitarios, en el
sentido de la métrica Euclidiana, los cuales son ortogonales a un hiperplano d-
convexo de E™. Con la ayuda de este conjunto H = H (E™), los semi-espacios H-
convexos y los conjuntos H-convexos pueden ser estudiados. Del Teorema 35 se
tienen los siguientes resultados ‘

Teorema 44 Un semi-espacio cerrado P C E™ es H-convezo st y solo si P es
d-convezo.
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Teorema 45 Un conjunto convezo, cerrado, con interior no-vacio M C R™ es d-
convero 5t y solo si éste es H-convero.

La clase de todos los conjuntos d-convexos en E™ es un subconjunto de la clase
de todos los conjuntos linealmente convexos (obtenidos si E™ es considerado como
un espacio vectorial de dimensién n sin métrica alguna). Este subconjunto es un
subconjunto propio si y sélo si la bola unitaria ¥ de E™ no es estrictamente convexa.
Esto ser4 claro a partir del Teorema 48 que se da abajo. Lo

Sea I' C E™ un subespacio. Diremos que I' es un subespacio ecuatorial si
para todo z € I N{r T todo segmento I C frX con z € rint I est4 contenido en el
subespacio T

Teorema 46 Un subespacio afin L C E" es d-convezo si y sdlo si el subespacio T
paralelo a L es ecuatorial.

Teorema 47 Sea M C E™ un cuerpo convero. El cuerpo M es d-convezo si y
“s6lo si cada hiperplano soporte en un punto regular es d-convezo, i.e., paralelo a un
hiperespacio ecuatorial. ' :

Para todo hiperplano P C E™ que no pasa por el origen, su imagen polar es un
punto G* en el espacio conjugado. Si P =T C E™ es un hiperespacio (subespa-
cio vectorial de dimensién n — 1), entonces su punto correspondiente en el espacio
conjugado estd situado en el infinito. Por eso, en lugar de considerar tal punto, en
[B-Ma3] se usa la linea I'* a través del origen que representa al mencionado punto.

Teorema 48 Un hiperespacio lineal ' C E™ es ecuatorial con respecto a ¥ si y sélo
si la linea I'* tiene una direccion belt con respecto al cuerpo polar ¥*.

Denotemos por B el conjunto de todos los hiperespacios ecuatoriales del espacio
E™ y por B* el conjunto de todas las lineas polares I'* para I' € B. En virtud
del Teorema 48, B* es el conjunto de todos subespacios unidimensionales en (E™)*
los cuales tienen una direccién belt con respecto a X*. Para toda linea I'* € B*
consideremos los dos puntos en los cuales I'™* intersecta a frX* y denotemos por
H(E"™) la unién de todos estos puntos. El nimero md H(E™) es llamado la dimensién
de Helly del espacio E” y es denotada por him E™. '

Teorema 49 Para todo cuerpo d-convexo M C E™ se cumple la desigualdad md M <

him E™.
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Sean ;
- .M.I,....,Ms cor?]untos d-convezos en E™. Si cada him E™ + 1 de estos
conjuntos tiene interseccion no vacia, entonces

Min-..nM, 0.

.Prueba. Por el Teorema 45, 1a dimensién de Helly de los cuerpos d-convexos
es igual a la dimensién de Helly de los conjuntos H (E™)-convexos. Finalmente. del
Teorema. 43, esta dltima es igual a md H(E™) = him E". m - -

En vista de todo Io anterior, en particular del Teoréma 45, se podria pensar
que la H -convexidad es solamente una parte de la d—convexidad.,Sin embar I(: esto
no es asi. De hecho, no para cualquier H C S* ! en E” es posible encontfa,r, una
norma de tal manera que se tenga H = I (E™). La definicién del conjunto H(E™)
implica que este conjunto es simétrico respecto al origen. M4s aun, se demuestra
que H 75]::/1:) nhecesariamente es un conjunto compacto. Por lo tantc’) un conjunto
H ¢ 8™, el cual no es simétrico respecto al origen o no es compacto, no puede ser
representado en la forma H(E™). Lo que es mis notable aun es que pu,ede existir un
conjunto H C S™~1 el cual satisface las dos condiciones anteriores ¥, sin embargo
o es representable en la forma H (E™) como lo demuestra el bonito ej’émplo 24.1gde;

[BMS1].

Capitulo 2

Sistemas Inmovilizadores de

Cuerpos Convexos

2.1 Cardinalidades Minimas de 'Sistemas Inmovilizad.o-/'
res

2.1.1 El Problema de Inmovilizar un Objetd
2.1.2 Inmovilizacién Segin L. Fejes Té6th. Historia del Problema

Sean M C R™ un cuerpo convexo y F C fr M un conjunto en la frontera de M.
Una direccién ! definida por un vector no cero e € R” es llamada una direccién
de movimiento erterior con respecto a F, si para toda A > 0 la igualdad (—Xe +
int M)NF = 0 se satisface. Un conjunto F C fr M es un sistema inmovilizador para
M (con respecto a traslaciones) si no existen direcciones de movimiento exterior con
respecto a F. o

Un sistema inmovilizador F C fr M es primitivo si ningin subconjunto propio

- de F es un sistema inmovilizador para M.

Denotemos por Omin(M) €l més pequefio de los enteros s con la propiedad
de que existe un sistema inmovilizador primitivo de M que consta de s puntos.
Andlogamente, denotemos por gp,,.(M) el mas grande de los enteros s con la pro-
piedad de que existe un sistema inmovilizador primitivo de M que consta de s
puntos.

En [Fe] L. Fejes Téth clasificé los poliedros primitivos, es decir, aquellos polie-
dros convexos que no tienen caras superfluas en el sentido de que si se omite alguna
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cara, las caras restantes no determinan un poliedro convexo. Su investigacién la
realizé observando que el conjunto de vectores normales unitarios exteriores de un
poliedro primitivo son un sistema inmovilizador primitivo de S2. Esta equivalencia
se establece de manera informal y varios resultados que relacionan sistemas inmo-
vilizadores y sistemas globales de normales de cuerpos convexos son implicitamente
supuestos y, en el mejor de los casos, apenas se esboza su demostracién. En es-
ta y en la siguiente seccién discutiremos varios resultados de V. Boltianski y H.
Martini, contenidos en [B-Mal], que formalizan las principales ideas de Fejes Té6th
y Griinbaum relativos a sistemas inmovilizadores. Tales resultados resultan ser la
maquinaria de trabajo para el estudio de los nimeros g (M) Y 0max(M).

Sea M C R™ un cuerpo convexo. Diremos que una direccién [ definida por un
vector no cero e ilumina el punto a € Fr M si, para toda A > 0 suficientemente
pequeiia, el punto a + Ae estd situado en el interior int M.de M.

Los siguientes tres sencillos resultados representan una herramienta importante
en el estudio de los sistemas inmovilizadores primitivos puesto que son criterios
alternativos para determinar, por un lado, cuando un sistema de puntos F' C fr M
en la frontera de un cuerpo convexo M C R" es un sistema inmovilizador y, por
otra parte, nos ofrecen un criterio de primitividad de los sistemas inmovilizadores.
Estos criterios estdn dados en términos de los conceptos de iluminacién y sistemas
globales de vectores, donde este ltimo es particularmente itil para el estudio de
Omin(M) ¥ los primeros dos para la investigacién de Omax(M).

Teorema 50 (BM1) Un subconjunto F C fr M es un sistema inmovilizador para

un cuerpo convezo M C R™ si y sélo si cada direccion ilumina al menos un punto
de F.

Prueba. Si una direccién I, definida por el vector e # 0, ilumina un punto
b€ F,ie., b+ Ae € int M, para algiin ntimero positivo A, entonces b € —Ae+int M,
i.e., I no es una direccién de movimiento exterior con respecto a F. Inversamente, si
I no es una direccién de movimiento exterior con respecto a F, entonces / ilumina al
menos un punto b € F. m ' ' '

Teorema 51 Sea M C R" un cuerpo convezoy F = {by,...,b,} C fr M un sistema
de puntos regulares. Denotemos por pi,...,p, los vectores normales unitarios en los
puntos by, ..., bs. El sistema {by,...,b,} es un sistema inmovilizador de M si y sélo
st el sistema de vectores {p1,...;ps} es global.

Prueba. Supongamos que el sistema de vectores no es global, i.e., existe un
g € 8™ tal que (g,p;) > 0 para todo i = 1,...,s. Esto significa que M C II; =
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{z : (ps, =z — b;) < 0}, mientras que el rayo [ que parte de b; en la direccién de ¢ no
tiene un punto en comin con int II;. Por lo tanto, b; no es iluminado por la direccién
la cual es determinada por el vector g. Esto es verdad para todo ¢ = 1,...,s, ie.,
la direccién de ¢ no ilumina ninguno de los puntos {b1,...,b,}. Luego, por BMI1, €l

sistema {b1,...,bs} no es inmovilizador. Esto prueba la primera parte del teorema.

Aplicando el razonamiento anterior en sentido inverso se tiene la otra parte del
resultado. m ' ' ‘

Teorema 52 Sea F C fr M un sistema inmovilizador del cuerpo convezo M C R™,
F es primitivo si y sélo st para cada a € F existe una direccion que ilumina a a y
a ningin otro punto de F.

Prueba. Si F es primitivo, B, = F —{a} no es sistema inmovilizador para todo
a € F'. Por lo tanto, existe una direccién de movimiento exterior con respecto a B,,
es decir, existe un vector no zero e, en R™ tal que se satisface la relacién

(int M — es) N B, = 0. O (@21)

De aqui que b+ Ae, no pertenece al interior de M para todo A > 0 y todo b € B,.
En efecto, si b+ e, =ccint M , entonces b = ¢ — Ae, lo cual contradice la relacién
(2.1). Luego, ningdn punto de B, es iluminado por e,. Finalmente, puesto que
F es sistema inmovilizador de M, por BM1, e, ilumina a algin punto de F. Este

. punto debe ser a puesto que e, no‘ilumina ningin punto de B,. De aquf se tiene la
‘primera parte del corolario. B

Aplicando el razonamiento anterior en sentido inverso se tiene la otra parte del
resultado. m ‘

Para cardinalidades de sistemas inmovilizadores minimales B. Griinbaum en-
contré cotas inferiores y superiores exactas, en funcién solamente de la dimensién
del cuerpo M [Gr]. De hecho, para todo cuerpo convexo, compacto M C R”™ la
siguiente desigualdad se cumple:

n+1< Qmin(M) < 2n.

Estas estimaciones son exactas, es decir, existen cuerpos M;, My C R” tales que
Omin(M1) = n 41y gpin(Mz) = 2n. Asi lo demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemﬁlo 53 Sean B™ C R™ y P* C R™ la bold y el paralelotopo cuyas dimensiones
son iguales a n. Entonces gmin(B")=n+1 y oy (P") = 2n.
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La demostracién de este ‘ejemplo se da en la seccién siguiente.
Griinbaum formuls, también en [Gr], el interesante problema: Sea M C R~

UD. CUerpo convexo, entonces o,,;,(M) = 2n si y sélo si M es un paralelotopo de
dimensién n.

Este problema, claramente, tiene una parte trivial: el regreso. La otra parte es

verdadera y la demostracién de este hecho se da en el teorema 87.

2.1.3 Resultados de V. G. Boltianski y H. Martini para g_,;,(M):
la cota superior o

Un siguiente paso en la investigacién del ndmero g,;, (M ) fue dado por V. G. Bol-
~ tianski y H. Martini quienes establecen, en el fascinante trabajo [BMal], estimacio-

nes més detalladas, dependiendo de dim M y de md M, de aquellas obtenidas por

Griinbaum. o :

De manera m3s precisa, los principales resultados, a este respecto, son:

Teorema 54 (BM2) Para todo cuerpo convexo M C R™, eziste un sistema inmo-

vilizador minimal F C fr M tal que todo a € F es un punto frontera regular de

Teorema 55 (BM3) Para todo cuerpo convezo M C R™, el ndmero g ;. (M) es
igual al mds pequesio de los enteros r con la propiedad de que existe un subsistema

Aa,-., 0.} CH(M) el cual es global.

Teorema 56 (BM4) Para todo cuerpo convezo M C R™, se sdtz'sface la desigual-
dad ‘

n+1< Qmin(M) < 2n+1 —md M.

Teorema 57 (BM5) Sea M C R*un cuerpo convezo el cual es representable en
suma vectorial directa M = My @ ---@ My. Entonces

Qmin(M) = Qmin(M;) +oet Qmin(Mk)’

Estos teoremas se han etiquetado de una forma especial BM2, ..., BM5 puesto
que cada uno de ellos serd una dtil y frecuentemente empleada herramienta.

A partir de estos resultados surge la pregunta natural: ;Las cotas inferiores y
superiores de la desigualdad del Teorema BM4 son exactas? De manera mas precisa,
fijemos el entero m, 1 < m < n. A '

¢Es verdad que para todos aquellos enteros o que satisfacen n+1 < o < 2n+1—-m
existen cuerpos convexos M C R” tales que md M = m Y Omin(M) = 0?
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Teorema 58 La cota inferior en la desigualdad del Teorema BMJ no es exacta.

Prueba. La demostracion se sigue del hecho, demostrado en el Cap. 3 Se.cc. 2',
Teoremas 82, 83, 84, de que es imposible encontrar en R™ un cuerpo de Boltianski
M (i.e., md M = 2) parael cual p;, (M) =n+1. m ‘

Por lo tanto, resultan interesantes los siguientes problemas

Problema 59

i) Encontrar una mejor cota inferior, en funcién de md M, que la dada por la
" desigualdad de BM4.

ii) Encontrar la mejor de las cotas inferiores, en funcidn de md M, para el nimero
Omin (M ) .

En el capitulo siguiente se resolver la parte ¢) del problema anterior, més afin,
veremos, en los Teoremas 73 y 74, que la estimacién establecida en el Teorema 72
que resuelve %) también resuelve i1). ,

Adicionalmente, surge de manera natural el siguiente problema [B-Mol]: 4

Problema 60 (de Fejes Téth) Dados los enterosn y ¢ describir geométricamente
todos los cuerpos converos M C R™ para los cuales py3,(M) = o.

Los resultados anteriores nos permiten dar, ahora, una bonita y sencilla demos-
tracién del Ejemplo 53. '

Prueba. (Del Ejemplo 53).

Sea ey, ,e, una base de R™, L; el espacio lineal generado por e; e I un
intervalo contenido en L. ComoR" =L, ®---& L,,setieneque PP =1 & - - DI}

es un paralelotopo de dimensién n. Por BM5
Qmin(Pn) = Qmin(Il) + et Qmin(In) =2n

puesto que Omin(l;) =2 parai=1,---,n. ) o
Por otro lado, si fuera cierto que g.,;,(B") <.n, entonces, por BM3, existirfan
ai,...,a: € fr B tales que las normales exteriores ¢i,- -+, ¢; de B" en estos puntos

serfan. un sistema global con ¢ < n. Sin embargo, cualquier conjunto de vectores.

H = {by,---,b:} en R con t < n, no es global. En efecto, si ¢ < n o'los vectores
de H son linealmente dependientes, el resultado es directo y se sigue del hecho
de que H esta contenido en un hiperplano. Si ¢ = n y los vectores son linealmente
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independientes, denotemos por L el hiperplano determinado por los primeros (n—1)
vectores. Luego existen dos semi-hiperespacios determinados por L. Obviamente,
bn puede pertenecer dnicamente a uno de ellos. Por tanto, H no es global. Este
absurdo muestra que necesariamente Omin(B™) > n+1. Para finalizar basta observar
que si inscribimos B” en un n-simplejo 7™, las (n + 1) normales exteriores de B™ en
los puntos de interseccién, que de hecho son las (n + 1) normales exteriores de 7™,
es un sistema global. De aqui, por BM3, Omin(B*)=n+1. =

2.2 Cardinalidades Maximas de Sistemas Inmovilizado-
res Primitivos | |

2.2.1 La Conjetura de Danzer

Ahora nos ocuparemos de discutir los principales resultados, previos al presente
trabajo, relativos al estudio del ndimero Omax(M).

En 1962 L. Fejes Té6th establecié que 9pa (M) < 6 y conjeturd que esta cota es
realizada por los vértices de un hexdgono con pares de lados opuestos paralelos.

B. Tomor [T] y S. Fudali [F] demostraron, independientemente, que el problema
anterior de Fejes Téth tenfa respuesta positiva. .

Naturalmente surge la pregunta: ;Cusl es la situacién en el espacio?

En [D] L. Danzer formulé la siguiente conjetura, la cual éstablece la analogfa
con el caso plano y propone el cuerpo convexo que ocuparj el lugar del hexdgono
con caras opuesta paralelas: el dodecahedro rémbico. :

Conjetura 61 (de Danzer) Todo cuerpo convero M C R3 satisface 9. (M) <
14. Mds atin, 0, (M) =14 si y s6lo si M es el dodecahedro rémbico

En otras palabras, él propone que la méxima cardinalidad de un sistema inmo-
Vilizgdor primitivo para todo cuerpo convexo M C R3 no es mis grande que 14.
Sin embargo, contrariamente a lo que se pensaba, en.vista del caso plano, B. Bo-
llobds di6 una inesperada respuesta a este problema [Bo]. De manera més precisa,
él probé que para todo entero positivo k > 6 existe un cuerpo convexo M C R3
con un sistema inmovilizador primitivo Fy C fr M; que consta de k puntos. Es
decir, él probé que eziste una familia de cuerpos convezos {My}, My C R® tales
que Qmax(My) — 00 cuando k —» oc. '

Por lo tanto, la Conjetura de Danzer es falsa. Sin embargo, los cuerpos construi-
dos por B. Bollobds dependen escencialmente de k. V. G. Boltyanski y H. Martini,
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no contentos con este hecho, se dieron a la tarea de demostrar en [B-Ma2] que el
cuerpo convezo M = conv(B3 U {p}) C R?, donde B> C R® es una bola y p ¢ B3,
tiene la propiedad de que para todo entero m > 3 eziste un sistema inmovilizador
primitive Fy, C fr M que consta de m + 1 puntos. :

Escribiremos g, (M) = oo si existen sistemas inmovilizadores primitivos de
M con cardinalidades arbitrariamente grandes. De acuerdo con esta convencion, el
resultado anterior se puede escribir como sigue: si M C R3 es el casco convexo de
B®y p ¢ B3, entonces gy, (M) = cc.

La construccién del contra-ejemplo de Boltianski-Martini estd intimamente re-
Jacionada con propiedades de las shadow boundaries de B® (vea la definicién de
shadow boundaries en la séccién 4 del Cap. 3 y para ver algunas propiedades carac-
teristicas interesant'esvdel elipsoide en términos de shadow boundaries se recomienda
[Bu], [Br],[AMMo]). De hecho, la demostracién es vélida si se reemplaza B3 por un
cualquier cuerpo de revolucién M y suponemos que el punto p ¢ M pertenece al
eje de revolucién de M, i.e., el cuerpo K = conv(M U {p}) tiene la propiedad de
que O ax(K) =c0. Es de esta manera que se ofrecen, también en [B-Ma2], cuerpos

convexos Z C R™ que satisfacen g, (M) = 0o y que, adicionalmente, resultan ser

zonoides. :
A pesar de que se di6 respuesta negativa a la Conjetura de Danzer, esta tiene

- varias variantes interesantes. Por ejemplo, dado que el contra-ejemplo de Boltianski-

Martini no es un poliedro, uno puede preguntarse: ;La Conjetura de Danzer tiene
sentido si nos restringimos.a considerar exclusivamente la familia de los poliedros?
En otras palabras, ;Es verdad que todo poliedro convexo, compacto M C R? satis-

* face Omax(M) < 147

En [B-Ma2] se di6 respuesta, también negativa, a este asunto demostrando un
resultado similar al'de Bollobas para poliedros con un ingrediente adicional notable;

_el resultado no es demostrado inicamente en el contexto de los poliedros sino que
* también en el de los zonotopos. De manera més precisa:

" Para cada entero m > 9 existe un zonotopo M, C R® con la propiedad de que

Qmax(Mm) Z m+ 1. .
Naturalmente, tiene sentido formular la correspondiente versién del Problema

de Fejes Téth para el nimero g, (M).

Problema 62 (Simétrico de Fejes Té6th) Dados los enteros n y o describir ge-
ométricamente todos los cuerpos convezos M C R™ para los cuales g, (M) = p.

En vista de los resultados previamente establecidos este problema tiene sentido
para 6 < ¢ < oo. Por supuesto, los casos extremos siempre son interesantes. En el
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presente trabajo (Cap. 3) hemos efectuado una investigacién del problema 62 para
el caso p = oo, es decir, establecemos un bonito resultado para CUerpos Convexos
K C R™ con sistemas inmovilizadores primitivos con cardinalidades arbitrariamente
grandes. De hecho, nosotros demostramos, este resultado est4 contenido en [Mo], que
en el contra-ejemplo de Boltianski-Martini es posible reemplazar B por cualquier

cuerpo estrictamente convexo, con frontera regular M C R” y seguir obteniendo

que K = conv(M U {p}), con p ¢ M, tiene la propiedad de que Omax(K) = oo. De
manera precisa, se tiene el siguiente ‘ '

Teorema 63 Sea M C R2 un cuerpo estrictamente convezo, con frontea regqular y

P & M un punto. Entonces K = conv(M U{p}) tiene inicamente un punto frontera
no regular y o0....(K) = co. '

La solucién general del Problema Simétrico de Fejes Téth para el caso p = o0, en

nuestra opinion, est4 todavia lejana. Como un ejemplo para ilustrar esto, considere
el siguiente problemas: ’

Conjetura 64 (de Morales) Sean M C R3 un cuerpo convezo con la propiedad
de que 0u,ay(K) = co. Entonces, para todo entero k > 3, existe un sistema inmovi-
lizador primitivo con k 11 puntos.

Como una forma de entender este problema, veamos que tendriamos que hacer
para dar respuesta negativa a la conjetura. Sea {mj,..., mz} un conjunto finito de
enteros positivos. Tendrfamos que encontrar un cuerpo convexo M C R"™ para el

~ que, por un lado, existieran sistemas inmovilizadores primitivos con cardinalidades

arbitrariamente grandes y, por lo tanto, gn.. (M) = oo, en virtud de Ia definicién,
¥, por.otro lado, cualquier conjunto de puntos F C fr M cuya cardinalidad sea igual
am; ¢=1,...;k no fuera un sistema inmovilizador primitivo de M.

Otro problema interesante en la inmovilizacién- de un poliedro P, en el sentido
establecido por nosotros, surge cuando imponemos la condicién adicional de que el
sistema inmovilizador primitivo sea el conjunto de vértices V(P) de P. Sea & (n)
la familia de todos los politopos convexos, compactos P C R™ con la propiedad de
que V(P) es un sistema inmovilizador primitivo de P. Una vez més son de interés
los extremos: ;Cuil es la cardinalidad m4s pequefia que puede tener V(P) para
P € ®(n)? ;Cudl es la cardinalidad mis grande?

Con respecto a la primera pregunta, P. Mani demostré en [M] que ningin politopo

P CR"™ n > 3, con menos de 2n+2 vértices puede ser inmovilizado por el conjunto
de sus vértices.
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"Con relacién a la segunda interrogante, la Conjetura de Danzer permanece inte-
resante en el siguiente sentido:

Conjetura 65
i) Egziste un entero positivo ¢ tal que card V(P) < ¢ para todo P € & (3).

i) card V(P) < 14 para todo P € ® (3).

iii) card V(P) = 14 si y solo si P es el dodecahedro rémbico.
i

Puesto que este problema tiene reconocida dificultad valdrfa la pena resolverse
aun en el caso en que P es supuesto centralmente simétrico. - -

En el Capitulo 3 demostraremos que la parte ¢i7) de esta conJ.etura.es falsa
puesto que existen varios poliedros P C R?, diferentes entre si combinatoriamente,
centralmente simétricos con 14 vértices para los cuales.el conjunto. V.(P) es.un
sistema inmovilizador primitivo de P y son diferentes del Dodecahedro rémbico.

2.2.2 El Contfa-ejemplo de Boltianski - Martini

En esta seccién presentamos el cuerpo M C R2 de Boltianski-Martini con la p.ropie—
dad de que tiene inicamente un punto frontera regular y tal que t'%ene sistemas inmo-
vilizadores primitivos con cardinalidad arbitrariamente grande, Le., Qmi{l(jM ) = 0.
Ofrecemos aqui también la demostracién original de Boltianski y Marhm [B-Ma2]
que garantiza el hecho de que M satisface las propiedades menc1on?,das. Hemos
querido incluir esta demostracién en el presente trabajo porque con.s1.dera,mos que
esta estd caracterizada por tener una elegancia y una sencillez exquisitas, por una
parte, y, por otro lado, nos permitird una mejor comprensién del Teorema 63 el cual

demuestra la no unicidad del cuerpo de Boltianski-Martini (vea Secc. 4 Cap. 3).

En un sistema ortogonal de coordenadas (z1,z2,73) en R3 denotemos psor B3 C
R3 la bola de radio v/2, centrada en el origen, y por M el cuerpo conv (B U {b}),

donde b es el punto (0,0, —2) Sea C) la circunferencia fr (B3 nr ,\), donde 'y es el

plano que consiste de los puntos z = (z1, 22, z3) con 3 = A, —/2 < A < V2. .

Escbjamds un punto arbitrario ¢ € C_; y denotemos por [, la c.hrec'cmn definida
por el vector ¢ — b (Fig. 7). El conjunto Gy C fr M el cual es 1lum1nad.o por 'la,
direccién [/, puede ser descrito de la siguiente manera. Consideremos el semi-espacio
abierto II; = {z : (z,¢—b) < 0}; entonces Gy = (fr M N IIy)\[b, q]’. La fro,n?era
relativa del conjunto Gy C fr M es la unién del segimento [b, g] y un circulo maximo
Zy=frBNfrll,.
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Figura 7:

La interseccién Z, N Cie (donde 0 < ¢ < 1) con51ste de dos puntos p', p , Y
denotamos por go(e) el angulo entre los vectores p -g,p — g, donde g es el centro
de la circunferencia Cj_.. Cuando el pardmetro & corre a través del segmento [0, 1],
el éngulo ¢(g) varia entre 0 y 7. :

Sea ahora m > 3 un entero. Escogemos y fijamos un ndmero positivo € tal que

27 47
m <P <o |

M3s atin, escojemos puntos ag, ..., an, los cuales dividen la circunferencia Cj_.
en m arcos iguales, y denotamos por F el conjunto {b,ay,...,an,}. Se demuestra a
continuacién que F C fr M es un sistema inmovilizador primitivo para el cuerpo M.

De hecho, puesto que ¢(e ) ==, el arco w, C C1—., més pequefio que un semi-
circulo, con puntos extremos p,p contiene al menos uno de los puntos ay, ..., ay.
Por lo tanto, para todo ¢ € C_; la direccién del vector g — b, i.e., toda d1recc1on
que forma un angulo de Z con el z3-eje positivo ilumina al menos uno de los puntos
a1,...,am. Luego, toda direccién, que forma con el zs-eje positivo un dngulo no
menor que %, también ilumina al menos uno de los puntos aj,...,an. Y si una
direccién forma con el zz-eje positivo un dngulo no mayor que %, entonces esta
direccién ilumina al punto b. Por lo tanto, toda direccién ilumina al menos uno de
los puntos del conjunto F, i.e., F' es un sistema inmovilizador del conjunto M en
virtud del BMI1.

Por otro lado, si para algin entero k € {1 ,m} el punto ¢ € C_; es escogldo
de tal manera que el darco w, con extremos p ) p tiene su punto medlo en el punto
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ax, entonces la direccién del vector ¢—b ilumina nicamente el punto ax del conjunto
F {puesto que ¢(g) < %) Mids ain, la direccién del zz—eje ilumina tnicamente
el punto b del conjunto F. Luego, para cada punto de F' existe una direccién que
ilumina exclusivamente a este punto de F'y, por lo tanto, en virtud del Teorema, 49,
el sistema inmovilizador F C fr M es primitivo. De donde g, (M) = co.

2.3 Sistemas Inmovilizadores Primitivos para Cuerpos
Convexos Descomponibles en Suma Vectorial Di-

| recta: Un Teorema Importante

A continuacién, vamos a demostrar un resultado, contenido en el Teorema 66, que

determina el nimero g, (M) para cuerpos convexos que son expresados como suma,
vectorial directa M = M@ - -@ M. Este es un resultado andlogo al Teorema BMS5.
La demostracién del Teorema 66 a pesar de recoger las principales ideas de la de-

" mostracién del Teorema BMS5, es original. El Teorema 66 se presenta de tal manera
"~ que incluye-también la demostracién del Teorema BMS5. Este resultado constituye

una herramienta muy importante en varios de nuestros principales resultados y es
por ello que se incluye una demostracién completa.

Teorema 66 Sea M C R"™un cuerpo convezo en R" el cual tiene representacion en
suma vectorial directa M = My & --- @ My. Entonces

Qmin(M) = Qmin(Ml) +-- + Qmin(Mk)

Qmax(M) = Qmax(Ml) Tt Qmax(Mk)°

Para obtener una prueba de este teorema es necesario demostrar algunos resul-
tados auxiliares.

Consideremos M C R™ un cuerpo convexo, compacto en R™ el cual tiene repre-

sentacién en suma vectorial directa M = M; & - - - @ M. Para todas las considera-
ciones siguientes supondremos, y sin que por eésto perdamos generalidad, que lin M;
es un subespacio, i.e., 0o € lin M;, i =1,...,k y que o € int M. Denotemos por NN;

‘la suma vectorial directa de todos los subespacios lin M; excepto para lin M; y sea

m; : R® = lin M; la proyeccién cuyo niicleo es N;. Sea A = {by,...,b,} C fr M un
sistema inmovilizador primitivo de M. Diremos que el punto b, € A pertenece al
indice 1, si 7;(by) € rint M; para todo j excepto para i. Notemos que si b, pertenece
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al indice 4, entonces 7i(ba) € relfr M;, puesto que b, € fr M. Puede ser que algunos
puntos de A no pertenezcan a ningin fndice, ie., m;(bg) € relfr M] para mas de
un indice j. Denotemos por 4; C A el conjunto de puntos de A que pertenecen al
indice 7,1=1,...,k.

Lema 67 Sea M C R™ un cuerpo convezo, compacto en R™ el cual tiene re-
presentacion en suma vectorial directa M = M; @ --- @ My. Supongamos que
A={by,...,b,} Cfr M es un sistema inmovilizador primitivo de M. Fntonces todo
elemento de A pertenece a algiin indice s € {1,...,k}.

- Prueba. La prueba serd dada por reduccién al absurdo. Supongamos que
existen 4,7 € {1,...,k} y @ € {1,...,u} tales que 7t(ba). € relft My, t = 4, 5. Sea,
por ejemplo, que esto se tiene para los {ndices i = L,j=2ya=1,ie.,

m1(b1) € relfr My, t=1,2. ‘ (2.2)

Veamos que b; es un punto “superfluo” de A. Sea e = €1+ -+ e; un vector no
cero en R™, donde e; € lin M;, i = 1,..., k. Observemos que si e es tal que e; = 0
0 €2 = 0, by no es iluminado por e, en virtud de (2.2). Supongamos que b; es
iluminado por e. Veamos que e ilumina a algin otro punto de A — {b,}. De aqui
por el Teorema 52, se contradira el hecho de que A es primitivo. Puesto que b; es
iluminado por e, e; # 0. Como A es sistema inmovilizador de M , existe b, € A tal
que b, es iluminado, en R”, por ey, i.e., b, + Aey € int M para ) suficientemente
pequefia. Por un lado, '

m1(bo + Ae1) = m1(b,) + ey € rint M;. (2.3)

Por otra parte, m;(b, + Ae1) = m;(b,) € rint Mj, j = 2,--- %, por lo que m2(b,) +
s+ m(by) € rint My + - - - + rint Mj,. Por tanto, existe A; > 0 pequeiia tal que

wa(bo) + -+ mr(by) + Mlea+ -+ e;) € tint My + - - - + rint My (2.4)
Si A1 > Ade (‘2.4) -concluimos que
wa(bg) + -+ - + 7k (b,) +}\(ez + -+ ex) € rint My + - - - + rint M, (2.5)

(puesto que entre dos puntos interiores de un conjunto convexo F existen dnicamente
puntos interiores de F). Por lo tanto, de (2.3) y de (2.5) se tiene que

by + e =my(by) + ma(bg) + -0+ w(bo) + Aler + -+ ‘|‘ ex).
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y
ﬁl(bg) +ma(by) + -+ 7(by) + A(ex + - - - + ex) € rint My + rint My + - - - 4 rint My,

vy como
rint My + rint My + - - - + rint My = int M,

entonces,

» b, + Ae € int M. | (2.6)

SiA> A1; entonces (2.3) es vélida para A = A, Le., m1(b,) + Arer € rint M. De
aqui y de (2.4) se tiene que b, + \je € int M. m

Lema 68 Sea M C R™ un cuerpo convexo, compacto en R" el cual tiene re-
presentacion en suma vectorial directa M = M; @ --- @ M. Supongamos que
A= {by,...,b,} CIrM es un sistema inmouilizador primitivo de M. Denotemos
por A; C A el conjunto de puntos de A que pertenecen al indice i, 1 =1,--- k. Si
b;,b; € Ap, para algin B € {1,--- ,k}, entonces wg(b;) # wa(b;).

Prueba. Contrariamente a lo afirmado por el lema, supongamos que existen
bi,b; € A que pertenecen al indice 3y wg(b;) = 75(b;). Sea e = e; + -+ e un
vector no cero en R”, donde e; € lin M; ¢ = 1,...,k, el cual ilumina a b;. Veamos
que e ilumina también a b;. Como b; tiene indice 3, tenemos que m,(b;) € rint M,
s # . Luego, es posible encontrar g > 0 tal que

7s(b;) + Aes € rint M, A < Ao, s# B (2.7)

Puesto que b; + Ae € int M para A < Ay, A; > 0 pequeiia, tenemos que 7,(b; + Ae) €
rint M5, s = 1,---, k. En particular, la anterior relacién es vélida para s = (3, i.e.,
7(bi) + Aeg € rint Mg, A < A;. Esta a su vez implica, en virtud de la hipétesis, que

75(b;) + Aeg € rint Mg, A< A (2.8)

Sea A > 0 igual al minimo de {Ag, A1}. Puesto que las relaciones (2.7) y (2.8) son
vélidas para A < X y puesto que M tiene representacién en suma vectorial directa,
concluimos que b; + Ae € int M, A < A, es decir, b; es iluminado por e. En virtud
del Teorema 52, existe una direccién €’ que ilumina a b; y nada més a b;. Por el

. razonamiento de arriba, ¢’ también ilumina a b; y, por lo tanto, se contradice la

eleccién de €. Luego, 7g(b;) # 73(b;) para i #£ j. m
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Lema 69 Sea M C R™ un cuerpo convezo en R™ el cual tiene representacion en
suma vectorial directa M = My @---@ My. Sea A C fr M un sistema inmovilizador

primitivo de M. Entonces m;(A;) es un sistema. inmovilizador primitivo de M;,
t=1,.

Prueba. Denotemos por y; la cardinalidad del conjunto A;. Des1gnemos a
los puntos de 7;(4;) por ¢; donde j = 1,...,6;. En virtud del Lema 68 §; = y;,
t=1,...,n. Del hecho de que M tiene representacmn en suma vectorial directa y
del Lemas 67, podemos concluir que existen vectores alz e N;NintM,i=1,...,k,
J =1,..., u; tales que el conjunto de vectores f’ = c]+d;, =1,k =4,
es 1gua1 a A. :

Primeramente, veamos que 7;(4;) es un sistema inmovilizador. Sea e € lin M; un
vector no cero. Supongamos que e no ilumina a ningiin punto ¢, j =4,..., u;, con
respecto a lin M;. Afirmamos que e no ilumina, con respecto a R” a ningin punto
frm= ok, j=1,...,1,,. Sea m = 1. Supongamos que e 11um1na a algun f2
Sea por eJemplo que e 1lum1na a fo, i.e., fi, + Ae € int M para A pequefia. Por lo
tanto, 7r,(fz + Xe) € rint M;, i.e., o T /\e e rint M; (puesto que d2 € N;Nint M,

1= L. k, J=1%..,u)lo cual contradme nuestra suposicién de que ninguno de
los cJ es 1lum1nado por e. Para m # i, tenemos 7, (f* + Ae) = ¢ € relfr M,
Ji=1,...,,. De donde JT* no puede ser iluminado por e. Luego, el conjunto A

no es s1stema 1nmov111zador lo cual contradice nuestra eleccién sobre el conjunto A.
Por lo tanto todo Vector e € lin M; ilumina a al menos un punto del conjunto s
J=1,..., 4, ie., ¢; es un sistema inmovilizador de M;. :

A contmuacmn veremos que 7;(A;) es primitivo. Supongamos lo contrario, i.e.,
supongamos que existe ¢ € m;(4;) tal que m( i) — {ck, } es sistema inmovilizador
de M;. '

Sea e = €1 + + -+~ eg un vector no cero en R”, donde ¢; € linM;, 1 =1,...,k.
Sie =0, fﬁ, 7 =1,...,p; no es iluminado por e ya que e € kerw; y, por lo
tanto, m; (ff + Ae) = cg- € relfr m;(M). Luego, como A es un sistema inmovilizador
de M, e ilumina a algin punto de A; — { ;. Sie; # 0, existe w # jo tal que
ct, + Xe; € rint M; puesto que m;(A; ) — {c } es un sistema inmovilizador. A partir
de este hecho y de que d’ € N;Nint M, conclu1mos que (c +Xe) +di, € int M, i.e.,
(¢, +di) +de=fi + Ae € int M, es decir, fi € A; — {f;,} es iluminado por e.

De esta manera todo vector no cero ¢ € R” 1lum1na al menos un punto del
conjunto 4; — { f2 } por lo que 4; — {f},} es un sistema inmovilizador de M y, por
lo tanto, A no es pr1m1t1vo lo cual contradlce la eleccién de A. =
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Lema 70 Sea M C R™ un cuerpo convezo en R" el cual tiene representacién

en suma vectorial directa M = M, @ --- ® My. Supongamos que los conjuntos
A; Crelft M;, i = 1,...,k son sistemas inmovilizadores primitivos de M; en el

subespacio lin M;. Sea 0 = | A;]. Entonces existe un szstema inmovilizador A C fr M

de M con la propiedad de que
|Al=01++ -

Prueba. Sin pérdida de generahdad podemos suponer que lin M; es un subes-
pa(:1o‘, ieyzoelinM;, ¢=1,...,k y que o € int M. Supongamos que A; consta de
los puntos bg) € relfr M;, j = 1, ..., 0;- Escojamos pintos a; € rint M;, i =1,...,k.
Mais atin, denotemos el punto

a1+---+ak+<b(-i)—a,~> €bdM, v=1,...,k; j=1,...,9

por cg) El sistema de puntos {c( )} contiene g; + - -I— o0, puntos en fr M. Vamos

a probar que {c( )} es un sistema inmovilizador primitivo del cuerpo M. En efecto,
.sea e = e1 + -+ 4 e; un vector no cero en R”, donde e; pertenece al subespacio

linM;,:=1,.. .,k. Puesto que e # o, al menos uno de los sumandos ey, ..., e; es no
cero. Sea, por ejemplo, e; # 0. Entonces la direccién del vector e; ilumina en lin M;
al menos uno de los. puntos b(z), j=1,...,p;. Supongamos que tal punto iluminado
es b( ). Esto significa que b() + ey € rint M para ‘A suficientemente pequefia.

De donde cg) + Ae € int M para A suficientemente pequefia, i.e., el punto c()
iluminado por la direccion del vector e. Por lo tanto, todo vector no cero-e € R”

ilumina al menos uno de los puntos ¢ (¢ ), i.e., {c( )} es un sistema inmovilizador para
M. v

Ahora veamos que {c( )} es pr1m1t1vo Veamos que existe una direccién de movi-
miento exterior para cada conjunto A~ {a} con a € {c( )} Sea, por ejemplo, a = ct.

Observemos que, para ¢ fijo, los puntos (z), j=1,...,0; pertenecen al indice 7. En
efecto, basta observar, por una parte, que '

mi(ch) = _m(a1+---+ak+(b§-—ai))=m(ai+---+ak—ai)+7r;(b§)
‘ = 0+0} € relfr M;

y, por otro lado,

ﬂt(cé) =a€rint My, t#1¢, j=1,---, ;.
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Puesto que A; es un sistema inmovilizador primitivo, existe una direccién [ en lin M;
la cual no ilumina a ningtin punto de A; — {b;} Por tanto, la misma [, considerada
en el espacio R”, no ilumina a ninguno de los puntos c}, J=1,...,0;- Més aiin, [
no ilumina a ningdn ¢;;2<s<k,j=1,...,0, En efecto, puesto que ¢; pertenece
al indice s, Ws(cj) € relfr M; y, en consecuencia, la linea de direccién ! ¥y que pasa
a través de ¢; no intersecta a int M. Por lo que [ es una direccién de movimiento
exterior de M. Luego, A es primitivo. m - '

Corolario 71 Sea M C R™ un cuerpo convero en R™ el cual tiene representacién
en suma vectorial directa M = M; @ ---@ M. Entonces

Qmin(M) < Qmin(Ml) pa Qmin(Mk) < Qmax(Ml) +ooet Qmax(Mk) < Qmax(M)'

Prueba. Consideremos sistemas inmovilizadores primitivos A;, B; C relfr M;,
i =1,...,k de M; en lin M; con la propiedad de que |4;] = Omin(Mi) v |Bi| =
Omax(M1). En virtud del Lema 70, existen sistemas inmovilizadores primitivos A,
B C fr M tales que

lAl = Qmin(Ml). +eet Qmin(Mk) y | IBI = Qméx(Ml) +ooet Qmax(Mk)‘

de estas relaciones se sigue que

Qmin(M) < Qmip(Ml) +eeet Qmin(Mk) y Qmax(Ml) +- 4 Qmax(Mk) < Qmax(M)’

de donde se tiene el resultado. m

Prueba. (Del Teorema 66). , ;

Sea A C fr M un sistema inmovilizador: primitivo de M. Denotemos por 4; C A
el conjunto de puntos de 4 que pertenecen al indice 4, ¢ = 1,...,k y por y; la
cardinalidad del conjunto A;, i.e., u; = [A;|: En virtud del Lema 67, tenemos que
A=A4A1U---UAk, AN A; =0, para i # j. De aqui que la cardinalidad p = |A|
del conjunto A est dada por ‘

= A= At (A 29)

Del Lema 68, concluimos que |m;(4;)] = |Ai], 1= 1,...,k. Por lo que (2.9) se ve
como . ‘ ‘

= @10
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Por otro lado, del Lema 69 sabemos que 7; (A;) es sistema inmovilizador primitivo

de M;, de donde se sigue que g, (M) < |m:(43)] < Omax(M;), es decir,

Crain(Mi) < i < Ormax (M) (2.11)
De (2.10) y (2.11) tenemos que
Ormin (M1) + ++* + Cmin(Mi)- < 1 < Cmax(M1) + -+ F Cmax (M)
Por lo tanto, '
Gmin (M) + -+ Crin(Me) < Crmin(M) < Orine(M) < Conae(M1) + ++ + O (M),

De la combinacién de esta desigualdad y el Corolario 71 tenemos el Teorema 66. m
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Capitulo 3

Nuevos Resultados de Sistemas

Inmovilizadores

3.1 Resultados de V. G. Boltianski y E. Morales Amaya
para g.;.(M): la cota inferior

Teorema 72 Para todo cuerpo convezo M C R™, se satisface la desigualda

.
n+ md L < Omin(M).

Por lo tanto,

n .
<o — md M.
n+mdM_gmm(M)§2n+l ‘mdM

Teorema 73 Las estimaciones inferiores y superiores dadas en el Teorema 1 son
exactas. Mds atin, para todo entero o con la propiedad de que

B 2 '
n+agg§2n+l—m, (3.1)
existe un cuerpo convero M tal que
mdM=m y emn(M)=0o. - (32)

La idea sencilla de la prueba es considerar M = B; @ --- @ Bg, donde B; es
una bola con dim B; < m, ¢ = 1,...,k y establecer para dimensiones adecuadas
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de las bolas, que M satisfaga (3.2). Por lo tanto, después de la realizacién de esta
idea, ofrecemos ejemplos concretos de cuerpos convexos los cuales satisfacen (3.2)
sobre la condicién (3.1). Pero estos cuerpos son descomponibles, i.e., cada uno de
ellos es representable en suma vectorial directa de conjuntos convexos de dimensién
menor. El siguiente teorema muestra que es posible, mediante una construccién mas

" complicada, obtener lo anterior para cuerpos indescomponibles.

. Teorema 74 Para todo entero o que satisface (3.1) con m > 2 existe un cuerpo

convezo, indescomponible M C R"tal que md M =m y (M) = p.

“ .
Lema 75 Sea H un sistema de vectores en R™tal que H es global y md H = m.
Sean, por lo tanto, q,...,qm+1 € H vectores minimamente dependientes. Denote-

mos por N el complemento ortogonal del subespacio L = lin (g1,...,¢m+1) ¥ por

7 :R™ = N la proyeccion ortogonal. Entonces el sistema de vectores H' = m(H\ L)

es globalen N ymd H' < m.

Prueba. Supongamos que H’ no es global, i.e., existe un vector no cero p € N
tal que (p,v) < 0 para todo v € H'. Puesto que p es ortogonal a L, tenemos que
(p, u) =0 para todo u € HN L. Sea ahora u € H \ L. Entonces v=r(u) € H' y,
por lo tanto, (p, 7(w)) < 0. Més atn, u — m(u) € L y de donde (p, u — w(u)) =0.
Consecuéntemente, (p, u) = (p, 7(u)) < 0. Luego, para todo u € H la desigualdad
(p, uy < 0 se satisface, contradiciendo la suposicién de que H es global. Esta
contradiccién muestra que H’ es global. ‘ :

Supongamos ahora que md H' > m, i.e., existen vectores minimamente de-
pendientes bq,...,bs € H', donde s > m + 1. Escojamos algunos representantes
ai,...,as € H de estos vectores, i.e., b; = w(a;) para i =1,...,s.

Denotemos por 161+ -+ -+ pbs =0 una dependencia positiva entre by,...,b;.
Los coeficientes py, ..., s, son definidos univocamente salvo un miltiplo positivo
comin. Entonces 4

T(pay + -+ fes) = pyby + - -+ pbs = 0,
i.e., el vector

c=pya1+ -+ pyas ‘ (3.3)

pertenece a L. Si ¢ =0, entonces los vectores ay,...,as son minimamente depen-

dientes y, por lo tanto, md H > s — 1 > m, contradiciendo la notacién. Conse-
cuéntemente. ¢ # 0. Puesto que los vectores ¢1,...,¢n+1 son minimamente depen-
dientes en el subespacio L de dimensién m, existe una dependencia positiva entre
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¢ ¥y no mds que m de los vectores gy, ..., gm+1- Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que esta dependencia es positiva y que tiene la forma

c+vigt+ - +rvigp =0, (3.4)
donde 1 <t < m. Sustituyendo(3.3) en (3.4), obtenemos una dependencia positiva
pray+ oo+ psas +v1g1 + - -+ vege = 0.

Més aiin, a1,...,a5-1,41,...,¢ son linealmente independiente. En efecto, si aya;+
Tt @s-1G5-1+81¢1++ -+ B4g: = 0, entonces, aplicando 7, obtenemos o1bi+-- -+
Qs-1bs-1 =0, le., @y =+ = @,_; =0, puesto que by,...,b,_; son linealmente
independientes en N; asi B;q; + -+~ + Bigt =0, ie,, By =+ =8, =0, luego
g1,.-+,¢: son linealmente independientes en L, puesto que ¢ < m.

Por lo tanto, los vectores ay,...,a,,4q1,...,¢ (que pertenecen a H) son mini-
mamente dependientes.

Pero el ndmero de estos vectores es igual a s+t > s+1 > m+2, contradiciendo

la igualdlad md H =m. m

Lema 76 Sea H un sistema global de vectores en R™con md H = m. Entonces la

cardinalidad |H| de H satisface la desigualdad
| |H|>n+ —~.
m

Prueba. Aplicaremos induccién sobre . El paso inicial de la induccién es n = 1
(¥, por lo tanto, m = 1). En este caso la afirmacién del lema es obvia.

- Supongamos que para toda dimensién menor que n, la afirmacién del lema se
satisface y sea H C R™. un sistema de vectores global con md H = m. Escojamos
vectores minimamente dependientes ¢i,...,¢mt+1 € H y conservemos la notacién
L, N, =, H' introducida en el lema 75. Denotemos el niimero md H’ por m’. En-
tonces m’ < m (por el lema 75). Puesto que dimN =n —m < n, por la hipétes
de induccién, '

|H'|>n—-m+ h—m

m

Asi,

| > (4 1)+ B > (m+ 1)+ (n—m+”_m>

ml

n—m n—m

= ntl+—">ntl+—T=ny
m m m
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Prueba. (del Teorema 72) Sea M C R™ un cuerpo convexo, md M = 7.
Denotemos el nimero g.;,(M) por r. Entonces por BM3, existe un subsistema
global H = {¢1,...,¢-} C H(M). El nimero m = md H no es més grande que
m. Luego, por el lema 76, '

bmin(M) =1 = |H| 2 n+ = >n+ = =n+—0.
x|
Lema 77 Sean n,m, o enteros tales que 1<m<n y-
n+%5gg2n+1—m. | (3.5)
Entonces eziste una descomposicion ’
RP=L; & ®Lyn (3.6)
del espacio R™ en suma vectorial directa de los subespacios Ly, .. .y Lo—p, tal que
m=dim L; >dim Ly > ...>dim L,, > 1. (3.7)

Prueba. Sean k,p enteros que satisfacen 1 < k < 2, 1 < p < m, km+
p < n. Consideremos la descomposicién (3.6) con la propiedad de que dim L; =
w. =dimLy = m, dim Lgy; = p, y los otros subespacios Lgyz,...,Ly—p son
unidimensionales, i.e., 0 = 2n+k+1—km —p (observemos que el niimero de
subespacios unidimensionales es igual a ¢ — n — (k+ 1) = n — (km +p) > 0). Ya
que k< X -1, p<m, ten_émos que ' -

0 > 2n+k+l-km-m=2n-m+1-k(m-1)
| n )
> 2n—m+1—(g—l>(m—l)—n+m,

i.e., la primera desigualdad (3.5) es satisfecha. Furthermore, puesto que & > 1, p >
1, la desigualdad ¢ < 2n+2—-m —p < 2n 4 1 — m se cumple, i.e., la segunda

. desigualdad (3.5) también es satisfecha.

Ahora demostraremos que para todo ¢ que satisface (3.5), es posible encontrar &, p

los cuales realizan el nimero dado p. Para k=1, p = 1, se tiene p = 2n+1—m, i.e., .
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la cota superior en (3.5) es “realizable”. Admitamos que un ndmero g > n+ 2 es “re-
alizable” para k, p adecuados. Observemos que o > n+ 2 implica p—n > ﬂm> k+1
¥, por lo tanto, existe el subespacio Lgys. Siahorap < nn;, entonces conser?ar:do ky
reemplazando p por p+1, se “realice” 0—1. Y si p = m, entonces reemplazando k P
por k + 1,1, respectivamente, también “realice” el nimero o — 1. Continuando C(;n
este proceso, obtenemos finalmente los valores & = [%7:—1] ,p=n—km, donde [n—_l}
es la parte entera de “—;L—l En este caso ¢ — n'=k + 1, i.e., o es el minimo nﬁmn;ro

que satisface ¢ > 7+ L. Por lo tanto, todo o que satisface (3.5) es “realizable”. m

Prueb.a.‘ ) (del Teorema 73) Supongamos que p satisface (3.5) y sea (3.6) la
descomposicién en suma, vectorial directa construida en el lema 77. Denotemos por
B; la bola unitaria en el subespacio L;, i =1,...,0— n. Entonces

-m =dim By > dim B, > --- > dim By > 1,

dond.e. k = ¢ —n. En consecuencia, el cuerpo M = By @ --- & By, satisface la
condicién md M = m. M4s ain, por BM5,

Qminv(M) = gmin(Bl) +et Qmin(Bk) =

(dim By +-1)+---+(dim Bi+l)=n+k=n+(o—n)=p.
puesto que en el Ejemplo 53 se demostré que g(B”) =n+1. w |

Lema 78 Sean n, m, ¢ enteros tales que n 2 m > 2 yo satisface (3.5). Sea R" =
Li®---® Ly la descomposicién en suma vectorial directa construida en el lema 77
donde k = p — n. Hacemos dim B; = n; y escogemos en B; vectores mz’nimamenté
dependientes a((f),agz),...,a,(fi), i=1,...,k Sea b; = —aél) - a((,j) j=2 k

Entonces , s

H:{ag"), bj}, i=1,...,k, $=0,1,...,n 7=2,...,k

es un sistema global de vectores con md H = m y todo subsistema global H C H
contiene no menos de o vectores. »

Prueba. Para todo i = 1,...,%, los vectores agi), agi),...,agf? forman un

sistema global en el subespacio L;. Por lo tanto, el sistema Hy = {agi)}, 1=
1,...,k, s=0,1,...,n; es global en R™y el sistema H > Hy es global también.
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- que b; = —ag

Sean vg, v1,...,v: € H vectores minimamente dependientes y sea Aoug + A1vy +

e A =0 una dependencia positiva. Supongamos, para un indice j = 2,...,k,

(1) _ a(()j) figura entre vg, v1,...,v:, digamos vy = b;. Si el vector

1 0
a(() ) no se encuentra entre V1, ..., Vt,entonces Agup+ A1v; 4+ Ay = Ao(—ag )_
ag] )) + Ayvr + - - -+ Avr no puede ser igual a cero, contradiciendo la construccién.

1 . 1 .
Por lo que a((, ) se encuentra entre v1,..., U, digamos vy = aé ). Andlogamente, el

vector a(()]) se encuentra entre vg,...,v:, digamos vy = agj). Esto significa que

1) ,0)

el sistema wvg, vi,...,v;: coincide con b;, ag’, ag’, puesto que estos tres vectores

son linealmente dependientes, y, por lo tanto ¢ = 2. Por lo tanto, todo subsiste-
ma minimamente dependiente de H o bien consiste Gnicamente de tres vectores o,

no contiene ningin vector b;. En el segundo caso, el subsistema minimamente de-

pendiente estd contenido en Hp, i.e., coincide con uno de lo sistemas a(()i), .. .,aﬁfi).
Ahora, claramente md H = m, puesto que m > 2y m=mn; > ng > -+ > ng).

Sea, finalmente, H' C H un subsistema global. Denotemos por =; la proye-

ccién de R™ sobre L; tal que kerm; contiene todos los Li,..., L excepto a Lj;.
En otras palabras, si z € R™ es representado en la forma z = z; + -+ + Tk,
donde z1. € Li,...,z5 € Lg, entonces m;(z) = ;, ¢ = 1,...,k. Claramente,
7;(H') es un sistema global de vectores en L;. Pero m;(H). consiste de los vecto-
res :l:ag), agz), ny a,(fi). Para dim L; > 1, se sigue que m;(H') contiene todos los
vectores ag), agz), ey a;’). Si dim L; = 1, entonces H’ contiene el vector a(()l) y

al menos uno de los vectores —agi), b;. Por lo tanto, el subsistema H’ consta de no
menos de (ny 4+ 1)+ -+ (ng +1) = n+k = o vectores. m

Prueba. (del Teorema 74). Sea H el sistema de vectores construido en el lema
78 y sea norm H el correspondiente sistema de vectores normalizado. Entonces
norm H es un subconjunto global de la esfera unitaria S”~!. Denotemos por N el
casco convexo de norm H y por M = N* el cuerpo convexo dual de N. Puesto que H
y, por lo tanto, H es finito, N y M son politopos convexos. Vamos a demostrar que
H(M) = norm H. Como N es un politopo, exp N = vert N = norm H y, por otra
parte, M* = N** = N, entonces H(M) = normexp M* = normexp N = norm H =
H. Luego, mdM = md H = md H = m. Mé4s aiin, el lema 78 y BM3 implican
Omin(M) = p. Finalmente, M es indescomponible en suma vectorial directa por el
Corolario 6 puesto que IV es no-divisible. m
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3.2, Sistemas Inmovilizadores Minimales para Cuerpos
-de Boltianski y Cuerpos de Kincses

En la presente seccién vamos a determinar los valores de Omin (M) para los casos
en que el cuerpo convexo M C R” es alguno de los cuerpos de Boltianski: stack,
outcat o stack-outcat o alguno de los cuerpos de Kincses. Este hecho nos permitira
resolver el problema de Szokefalvi-Nagy para los casos Omin(M) = 2n,2n — 1y, por
lo tanto, una solucién completa de este problema en R3. Asimismo, resolvemos los
Casos Pnin(M) = 2n — 2,2n — 3 cuando, adicionalmente suponemos que M C R”
es centralmente simétrico y, en consecuencia, resolvemos el problema de Szdkefalvi-
Nagy para cuerpos convexos centralmente simétricos en R4 y RS,

Sabemos de los Teoremas 30, 32 y 33 que si M C R"” es alguno de los cuerpbs

* de Boltianski o de Kincses, H (M) tiene una descripcién bien determinada. Por lo _

tanto, la idea para realizar nuestro objetivo, i.e., la determinacién de Omin (M) para

Es M sefialados, es investigar subsistemas globales de vectores de H (M) y aplicar
M3. |

Supongamos que el conjunte de vectores {e1,€2,...,€,} es una base de R™
Llama,‘remos al conjunto Ej = lin{el,,..,ek_l,ek+1,...,en} el k-ésimo semipla-
no abierto coordenado, k = 1,...,n. Ej, determina dos semi-hiperespacios Eg‘ =

{zeR™: (z,e,) >0}y By ={z cR": (z, e) < 0}, donde €}, es el vector ortogo-
nal a E}, a los cuales llamaremos también semi-hiperespacios abiertos coordenados.
Claramente, e, se encuentra en uno y en sélo uno de ellos. ‘

Lema 79 Sea H C S~ un 2-sistema de vectores tal que H tiene vectores particu-
‘lares. Entonces, la cardinalidad |H| de H satisface

s+1

|H| > 2n — [g] , para H C Hpyy, y [H| > 2n — [ J , para H C Hy).
Prueba. Sea H C $”1 un sistema de vectores global y md H = 2. Puesto que
md H = 2, H satisface algunas de las relaciones (1.2), ..., (1.5) del Teorema 28.
Supongamos que H C H(,) v que la cardinalidad |H| de H es menor estrictamente
que 2n — [%] Primeramente observemos que e, € H para k = 1,...,n. Para
ver esto, supongamos lo contrario, i.e., supongamos que existe k € {1,...,n} tal
que ex ¢ H. Afirmamos que H est4 contenido en uno de los dos semi-hiperespacios
determinados por Fy; tal hiperespacio es diferente de aquel en el cual se encuentra e.

En efecto, puesto que H C norm Hny y norm Hipy — By, C (U Fir) U (Uk<j ij)

- concluimos que H — Ej C (U2 <kﬂk) U (Uk <j ij). Luego, puesto que todos los
conjuntos del lado derecho de la anterior contencién estdn contenidos en un tdnico

semi-hiperespacio coordeanado, concluimos que H no es global. Esto contradice la
hipétesis y, por lo tanto, {ej,...,e,} € H.

Sea 7 un entero 1 < ¢ < n. Supongamos que {ei, e;) > 0. Puesto que H
es global debe existir v(i) € H — {ey, ez, - ,en} tal que v(é) € E, i.e., v(i) €
{z € R™: (z,el) < 0}. Observemos que es posible que v(i) = v(j), i # j.

Sea v e H —{ey,ez,...,ex}, v# —ei; i=1,...,n, puesto que H C H ), existe

al menos un par de enteros 4, j tal que v € F; j o v € Fj;. Del hecho de que Fj,mNFp,

es igual a {0}, si todos los ndices son distintos, e igual a —e, si dos de los indices
son iguales a k, concluimos que v pertenece a lo més a uno de los dngulos F; y, por
lo tanto, a lo més a dos semi-hiperespacios coordenados, i.e., existen a los més dos
indices ¢, j tales que v = v(¢) = v(j). ‘

Por otro lado, si v = —e; para algin 7 = 1,...,n, es claro que v pertenece
dnicamente a un semi-hiperespacio abierto coordenado.

En resumen, tenemos que para cada semi-hiperespacio coordenado existe un
vector de H y cada vector de H estd en a lo mas dos semi-hiperespacios coordenados.

Sean vy,...,v, € H tales que v; es igual a algin —e;; j = 1,...,n para i
corriendo desde 1 hasta a, 0 < a < n (si « fuera igual a n, entonces se tendria
que 2n < |H| < 2n — [2] lo cual es absurdo). Denotemos por r la cardinalidad del
conjunto H — {ey,...,e,}. Luego, se tiene que r > o + [%] para m — « par 'y
r> o+ [%] +1 para n— « impar. De aqui, y puesto que |H| < 2n — [g‘-], tenemos
que » :

n+at [n;_a] <n+r=H|<2n- {—;ﬁ] para m — o par

n—uo

]+1§n+r= |H| <.2n— [g]paran——aimpar.

n+a+[

' Esta§ desigualdades nos conducen, para todos los posibles casos de las paridades
de ny n — a, a una contradiccién. Veamos, por ejemplo, el caso n y n — « pares.

n+at [n;—a] < on— [g]

ot [259] <o [2]
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200+ 2 [z;—a} <2n-2 [g]

204+ n—a < 2n~n,

i.e., @ <0, lo cual es absurdo pues 0 <o =n
Lema 80 Las estimaciones contenidas en el Lema 79 son emcias. En otras pa-
labras, existe un sistema de vectores H C S™ 1 el cual es global, md H = 2, con

vectores particulares tal que |H| = 2n — (2], siH C Hny 0 con |H| = 2n — [*£1]
si H C H,. | : t

Prueba. Unicamente ilustraremos en detalle el caso H ¢ H(nf. Los demés se

~obtienen de forma aniloga. Denotemos por m el ntimero entero [% . Consideremos
una familia de conjuntos Iy,...,I, C {1,...,n} con las siguientes propiedades:

I,: NI;=0,i#7,|L=2,i=1,...,my, finalmente, si I; = {p, ¢}, entonces p < g.
SiI; = {p, q} denptamos por Fy; al conjunto F,..

Si n es par, consideremos el conjunto de vectores H = {e1,-.  en, €l .. € }
tales que ' "

i)eeF,i=1,....m

e .
ne#—et=1...mk=1,...,n »

.Sl n es impar, existe r € {1,...,n} — U, I;. Consideremos, para este caso, el
conjunto de vectores H' = {ey,...,en,€},..., €, €41} CON ‘
- ’ I . _‘ / ‘ 3 .
i) e€Fri=1,...,mye, ., €F, sir#loe, ; €EFiasir=1

“ii)’ g F—eri=1...,m+1,k=1,...n

Claramente, H y H' estdn contenidos en Hp,). _
Puesto que {ey,...,e,} C H y €] € Fy, vemos que los vectores e, epeg C H
donde I; = {p, ¢} son minimamente dependientes y, por lo tanto, md H > 2. Por

otro lado, puesto que H C H, (n) €l Teorema 28 nos da la contencién contraria, i.e.,
mdH <2 Porloquemd H=2. :

Similarmente, md H' = 2.
i Observemos ahora que [H| = n + (%] = 2n ~ [2]. Por otro lado, |H'| = n +
Bl+i=2m-[5]. |

Finalmente, veamos que tanto H como H’ son sistemas globales. Sea R un

hiperplano y u una de sus normales exteriores. Unicamente las tres situaciones
siguientes pueden ocurrir: :
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1. {e;,u)>0,1=1,...,n.
2. (e u) <0,i=1,...,n.
3. Existen 4,7 enteros 1 <7 < 7, 1 < j < n tales que (e;,u) <0y (ej,u) > 0.

Si R es tal que se tiene el caso 1, existe un entero p € {1,...,n} tal que (ep,u) > 0
puesto que R es un hiperplano.

Si n es par, existe ¢, 1 < 7 < m tal que p € I;. Luego, en virtud de las
propiedades i) y ii) de H, existen z,,z, < 0 tales que e} = zpe, + z,¢, ¥, por lo
tanto, {el,u) = (zpep + Tgeq, U) = Tp (€p, U) + T4 (€, u) < 0.

Si m es impar y p # r, existe ¢, 1 <. ¢ < m tal que p € I; y se repite el caso
anterior. : ‘ .

Si n esimpar, p=ry r # 1, entonces (e;n_l_l, uy = (z1€1 + Zrer, u) = 1 (€1, u)+
z, (e, u) = 1 {ey, u) + T, {€p, u) < 0. ,

Sin esimpar, p=ryr =1, entonces (e ., u) = (zre, + T2e2,u) = z, (&, ) +

zg (e, u) = Ty (ep, u) + 2 (€2, u) < 0.

En cualquier caso, existen vectores en ambos semi-hiperespacios de R.

Anilogamente, se ve que para el caso 2, existen vectores de H, si n es par, o
vectores de H', si n es impar, en ambos semi-hiperespacios de R.

El caso 3 es trivial puesto que {e1,...,e,} C Hy {e1,...,en} C H'

Luego, H y H' son globales. m :

Lema 81 Sea I C S™ ! un s‘istema global de vectores. Si mdI = 1, entonces la
cardinalidad |I| de I es igual a 2n. '

Prueba. Supongamos que I'C S™"! es un sistema global y tal que mdI =
1. Sea K un politopo cuyas. normales exteriores unitarias de sus hipercaras son
precisamente los vectores de I, i.e., H (K) = I. -

Puesto que md ] = md K en virtud del Teorema 11, concluimos que him K =
md I, i.e., him K = 1. Luego, del Teorema 9, se tiene que K es un paralelotopo.
Por lo tanto, I = {+e;,Lez,...,%e,} y, porlo que |[I| =2n. m

Teorema 82 Sea M C R™ un cuerpo convero que es un stack. Entonces
n
. Qmin(M) =2n — [5] .
Teorema 83 Sea M C R™ un cuerpo convezo qué v.es un outcat. Entonces

len(M) =2n—1




Nuevos Resultados de Sistemas Inmovilizadores 66

Teorema 84 Sea M C R™ un cuerpo convezo que es un stack-outcat tal que el con-
Junto de sus normales exteriores unitarias en puntos regulares H (M) estd contenido
en H,) con s < n. Entonces

s-+1
anin(M) =2n - [ jl .

Prueba. (del Teorema 82). Supongamos que M C R" es un stack y, por lo
tanto, H C H . Supongamos también que Q C H (M) es global. Como Q C H(M),
entonces 2 C H,. Si mdQ = 1, entonces |Q| = 2n > 2n — [2] por lema 81. Si
ahora md Q = 2, Q satisface las hipétesis del lema 79 y, por lo tanto, |Q| > 2n - [2].

En ambos casos, || > 2n — [2]. En virtud de BM3, g, (M) > 2n — (3]

Finalmente, dependiendo de la dimensién n de R", se contruyen los sistemas de

vectores H C H(M) C Hypyy H' ¢ H(M) C H(,) dados por el lema 80. Puesto
que |H| = |H'| = 2n — [2], concluimos que gy, (M) = 2n — [2] por BM3 ya que H
y H' son globales. m

Lema 85 Sea M C R™ un cuerpo convezo, centrado en el origen, indescomponiblé
- ydim M > 4. Si M satisface md M = 3, entonces g, (M) =2n — 2.

Prueba. Sea M C R™ un cuerpo convexo que satisface las hipétesis del lema.
En virtud del Teorema 32, existe una base {e1,...,e,} de R" y (n —‘1) conjuntos
convexos, simétricos Mj,..., M, tales que dim M; = 2, M; C lin{e,e;41} 1 <

1<n—-1y M* = conv (U;-‘:_ll M) Por otro lado, ext M* C fr M*N ( nl MZ) por

i=1

lo que ext M* C | J2 lin{e1, e;41} y como exp M* C ext M *, concluimos, haciendo

uso también del Teorema 38, que H (M) = normexp M* C U lin{e, ei41}.
Sea I C H(M) con la propiedad de que la cardinalidad |I] de I satisface l1I| <
2n —2. Vamos a mostrar que I no es global. En efecto, existe i € {2,...,n—1} tal
que I'Nlin{ey, e;41} consiste de a los mas un vector (en caso contario, |I | > 2n-2).
Ahora consideremos el hiperplano abierto coordenado Ej,4;. Como I C H (M) c
mlin{e;, ei11} v puesto que lin{e1, €41} C Ejp41 para todo i € {2,...,n— 1}
e i # 4o, concluimos que I — Ej 41 C lin{ey, e;,41}. Por lo tanto, vemos que en

el complemento del semi-plano abierto coordenado E;,+1 hay tantos vectores de

I como vectores de I hay en lin{es,e;y+1}. Este nimero es igual a 1, como se
observé arriba, y, por lo tanto, no puede pertenecer simultdneamente a los semi-
espacios abiertos coordenados E{g +11 B 11, Por ser estos disjuntos. De aqui que I
no es global. Luego, cualquier sistema global I C H (M) necesariamente satisface

[I] > 2n — 2. De este hecho y de BM3 concluimos que 2 — 2 < gpin (M).
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Por otra parte, por BM4 tenemos que gy (M) < 2n+1-mdM =2n+1-3 =
2n — 2. De las dos desigualdades anteriores, se tiene el resultado deseado. m

Lema 86 Sea M C R™ un cuerpo convezo, centrado en el origen e indescomponible
en suma vectorial directa y n > 5. Adicionalmente, supongamos que M satisface
mdM < 4. Entonces 0pin(M) = 2n —2 simdM = 3 y gpin(M) = 20— 3 si
md M =4, o ' : ‘ ’

Prueba. Si md M = 1, entonces M es un paralelotopo en virtud del Teorema 9.
Simd M = 2y M es descomponible, entonces, por el Teorema 12, M es representado
como una suma vectorial directa de cuerpos de dimensién menor o igual que 2. Por
otra parte, la hip6tesis de indescomponibilidad de M implica que la dim M < 2, sin

-embargo, esto contradirfa la otra hipStesis de que dim M > 5 puesto que M C R*,
n > 5y M tiene interior no vacfo (por ser un cuerpo). Luego, los casos md M < 2

son imposibles. Si md M = 3, estamos en condiciones de aplicar el lema 85 y, por lo
tanto, gpmin (M) = 2n — 2. En el caso restante, md M = 4 tenemos que M satisface
una de las condiciones (A) o (B) del Teorema 33 de [Kincses 2]. Por el hecho de qué
md M = 4, se sigue, de BM4, que 0,,;, (M) < 2n+1-mdM =2n+1-4=2n—3.
Para ﬁhalizaﬁfsefé suficiente mostrar que si M satisafce alguna de las condiciones
(A) o (B) del Teorema 33 [Kincses 2], entonces Omin(M) > 2n — 3.
Primeramente, supongamos que M tiene la representacién (A) del Teorema. 33.

' De manera similar a como se razoné en la parte inicial de la prueba del lema 85

podemos concluir que
H(M) C lin{ey, 62; ez} Ulin{es,eq} U---Ulin{es, e,}

Sea I C H(M). Supongamos que existe un entero iy > 4 tal que TN lin{e;, e;}

“consta de a lo més un vector. Entonces, de la contencién de arriba, I — E;, consta

de a lo mds un vector. De-aquf que I no es global.

Por otro lado, si I Nlin{ey, e, e3} consta de idnicamente dos vectores ki y ko
linealmente independientes (el caso k; y k2 linealmente dependientes es més facil),
entonces I también no es global. En efecto, son posibles los siguientes casos:

1. ki = ey (y por lo tanto, kg # +e;).
2. kg ==e; (y por lo tanto, ky # =%e;).
3. kl 75 :|:61 75 k’g.
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En el caso (1), consideremos el hiperplano lin{ks, €1, €4, €5, . ..y en} el cual deno-
taremos por L. De la contencién de arriba tenemos que I — L = ( Y, por lo tanto,
I no es global.

El caso (2) se verifica de manera andloga.

Para el caso (3), definimos L como antes." También se tiene de la contencién de
~arriba que I — L = {k;} si k; ¢ lin{e;, k2} o I — L = (J en caso contario. En ambos
casos, I es no global. Las observaciones anteriores nos conducen a concluir que si
L es global, la cardinalidad |L| de L, es tal que |L| > 2(n — 3) + 2 = 2n — 4, i.e.,
|L| > 2n — 3. Luego, de BM3, se tiene que g, (M) >2n—3. =

3.3 El Problema de Fejes Té6th

3.3.1 = Solucién al Problema de Fejes Téth para los Casos g,,;,(M) =
- 2n,2n —1

Teorema 87 Para un cuerpo convero M C R™, la zgualdad gmm(M) = 2n se sa-
tisface si y solo st M es un paralelotopo.

. Prueba. Simd M > 1, entonces por BM4 g.;. (M) < 2n — 1. Por lo tanto,
la igualdad @y, (M) = 2n implica que md M = 1 y de acuerdo al Teorema 9 (de
Szokefalvi-Nagy), M es un paralelotopo. Reciprocamente, si M es un paralelotopo,
entonces md M = 1, y, por lo tanto, al sustituir este valor en la desigualdad del
Teorema 72 se tiene 2n < gpin(M) < 2n.

Teorema 88 Un cuerpo convero M CR™ satisface o3, (M) =2n—1 si y sélo si
M = B & P donde las siguientes condiciones son satisfechas.

(i) B es un conjunto convezo, compacto de dimensién ¢ < n, indescomponible en’

suma vectorial directa y P es un paralelotopo.
(ii) md B=2.

(iii) Yo sea que ¢>3,ind B=1, 0 ¢g>4, ind B=2, 0¢=3, indB=3, o
g =2.

Prueba. Primeramente observemos que, si B es un conjunto convexo, compacto,
indescomponible en suma vectorial directa y de dimensién ¢ con ¢ > 3, md B = 2,
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y ind B = s, entonces por los Teoremas 82, 83, 84 podemos concluir

s+1

: S
Qmin(B) = 2q - [ 2 :l cuando s < q y Qmin(B) = 2q - [5] para s=gq.

(3.8)

Sea ahora M = B @ P C R"™ uncuerpo convexo el cual tiene la forma descrita
por el Teorema. Se tiene de (3.8) que g,,;,(B) = 2g — 1 para todos los casos. El
paralelotopo P tiene dimensién n—g;si ¢ = n, entonces P degenera en un punto
Por BM5,

Qmin(M) = Qmin(B) + Qmin(P) = (29 - 1) + 2(n — q)b =2n — 1.

Esto demuestra la suficiencia.

Ahora probemos la necesidad. Sea M C R™un cuerpo convexo tal que gp, (M) =
2n—1ysea M =B, @@ Br & P su descomposicién en suma vectorial directa
donde Bj,.. Bk son conJuntos convexos, indescomponibles y distintos de segmen-
tos y P es un paralelotopo. Entonces gmm(B )<2dimB;-1,i=1,...,k, por el
Teorema 87. Luego, por BM5, '

gmin(M) (2d1mBl—1)—l— +(2d1mBk—1)+2d1mP—2n—-k (3.9)

Por lo tanto, k=1, ie., M = B @ P, donde B es un conJunto convexo, compacto
e 1ndescompon1ble y P es un paralelotopo. Como Omin(M) = 2n — 1, por los
Teoremas 87 y BM5, se tiene que 27 — 1 = 0.5, (B) + 0min (P) = 0min(B) +2(n—¢),
1.e., Oin(B) = 2¢ — 1, donde ¢ =dim B.

Si ahora md B > 3, entonces, por BM3, gy, (B) < 2n — 2. Luego, op;n(M) =

2n — 1 implica md B = 2. Por el Teorema 30, H(B) C H(s), donde s es alguno .

de los enteros 0,1,...,q9. El caso s = 0 es imposible, puesto que Qmm(H(o)) = 6,
i.e., en este caso gmm(M) = 2¢ — 2. Finalmente, (3.8) implica para s > 1, que
Omin(B) = 2¢ — 1 se cumple sblo en los casos indicados en el Teorema 88 (el caso
¢ =3, 5=2 esimposible). =

Corolario 89 Para todo cuerpo convezro M C R3 se tiene que g5 (M) = 7 —
md M. De manera mds precisa, 0.;,(M) = 6 siy sélo si M es un paralelepipedo. S7
M no es un paralelepipedo, g3, (M) =5 siy sdlo si ya sea que M es descomponible
oind M =1 (un stack en terminos de [5]), 0 ind M = 3 (un outcat en términos de
[5].) Para cualguier otro cuerpo tridimensional Omin (M) = 4.
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3.3.2 Solucién al Problema de Fejes Téth para Cuerpos Central-
mente Simétricos con g, ;, (M) =2n —2, 2n — 3

En la Seccién 1.2.3 se di6 una lista completa de todos los cuerpos convexos central-

mente simétricos M C R™ para los cuales md M < 4. Esto nos da la posibilidad de
resolver el Problema de Fejes T6th para aquellos casos en que 0, (M) > 2n — 3

Teorema 90 Sea M C R™ un cuerpo convezo, centrado en el origen . La igualdad
Omin(M) = 2n — 2 se satisface si y sélo si

a) M =K@ P, donde las siguientes condiciones son satisfechas

i) K es un conjunto convezo, compacto de dimensién q < n, indescomponible
en suma vectorial directa y el cual estd centrado en el origen y P es un
paralelotopo. :

i) mdK = 3.

b)) M=K 9K, ® P condimK; =2;i=1,2, y P es un paralelotopo.

Prueba. Sea M C R™ un cuerpo convexo el cual estd centrado en el origen y
tal que 0y(M) =2n—-2ysea M = K{®---® K,, ® P su descomposicién en
suma vectorial directa con la propiedad de que K1, ..., K,, son indescomponibles y
centrados en el origen. Recordemos que Omin(Ky) <2dimK; — 1;i=1,...,m (por
el Teorema 87) de aqui y de (3.9) tenemos que 2 — 2 < 2n — k, es decir, o bien
k=1lok=2. . '

Supongamos que g, (M) = 2n -2y M = K; @ Ko ® P. Observemos que
md K; < 3¢ =1,2. En efecto, si md K; > 4 para algiin ¢ = 1, 2, entonces him K; > 4,
por el Teorema 11 y, por el Teorema 13, him M > 4, i.e.,, md M > 4. Por lo tanto,
@min(M) < 2n — 3 (por BM4) lo cual contradice la hipétesis.

Ahora supongamos que al menos uno de los K;, i = 1,2, digamos K7, tiene la
propiedad de que md K; = 2 y dim K; > 2. Por el Teorema 30, si md Ky = 2,
entonces H(K;) C norm Hy), s =0,---,n, sin embargo, esto es imposible puesto
que ninguno de los norm H (s) es centralmente simétrico. _ '

Ahora consideremos el caso md K; = 3 ¢ = 1,2. Sean q1 ¥ ¢2 las dimensiones de
los cuerpos K y K3, i.e., dim K; = ¢;, i = 1, 2. Por otro lado, dim P = n — (14 ¢2)-
Entonces los cuerpos K, ¢ = 1,2, estdn descritos por el Teorema 32 y, por lo tanto,
por el lema 85 tenemos g,;, (K;) = 2¢; — 2, = 1,2. De BM5 se sigue que

o(M) = o(K1) + 0(K3) + o(P) = (21 — 2) + (22 — 2) + 2(n — (g1 + 0)) =2n—4

lo cual contradice la hipétesis.

Consideremos el caso md K; = 3 y dim K3 = 2. Se tiene que g,,;,(K2) = 3 por
el Teorema 72, puesto que K3 no es un paralelogramo. Si ¢ es igual a la dimensién
dim K; de Kj, entonces dim P = n — (¢ + 2). Por otro lado, como md K; = 3, K;
estd descrito por el Teorema 32. Por BM5 y el Lema 86

Omin(M) = Omin(K1) + 0rmin(K2) + 0min (P) = (2¢ = 2) +3+2(n— (¢ +2)) =2n - 3

y, nuevamente, se contradice la hipétesis. :
La ultima posibilidad para k = 2 es dim K; = 2, ¢ = 1,2. En este caso, se tiene
que dim P = n — 4. De BM5,

Qmin(M) = Qmin(I{I) + Qmin(KE) + Qmin(P) =3+3+ 2(77“_ 4) =2n-—2.

Finalmente consideremos el caso k = 1, i.e., M = K @ P, aqui K es un conjunto
convexo, compacto, indescomponible, el cual estd centrado en el origen y P es un
paralelotopo. Puesto que gy (M) = 2n — 2, tenemos g,;, (K) = 2¢ — 2 donde ¢ =
dim K (por el Teorema 85 y BM5). Si ahora md K > 4, entonces g;,(K) < 2n—3
(por BM3). Luego, ¢(K) = 2n—2 implica md K = 3 (md K = 2 es imposible puesto
que ninguno de los H, (s) es centralmente simétrico). m

3.4 Una Nota Sobre Sistemas Inmovilizadores Primiti-

vos Maximales de Cuerpos Convexos

Sean z,y dos puntos de la frontera fr M del cuerpo convexo, con frontera regular
M C R™. Diremos que &, y son puntos antipodas si los hiperplanos soportes de M en
los puntos z e y son paralelos. Si el punto 2 tiene un unico punto antipoda este serd
denotado por z*. Si y es el punto antipoda de z, entonces z es el punto antipoda
de y. El punto antipoda de z es denotado por z*.

Denotamos por K, la unién de las lineas soportes de M a través del punto p
y por I'p la unién de las lineas que pasan por p e intersectan a M. Los conjuntos
Clp) =frM N K,y T, serdn llamados la shadow boundary especial con respecto
a py el cono de iduminacion (de visién) de M con vértice en p, respectivamente.

Por s(e) denotaremos la shadow boundary de M con respecto a la direccién e, i.e.,

el conjunto de todos los puntos de M los cuales estdn sobre lineas soportes de M

paralelas a e [Bu]. .
Puesto que M tiene frontera regular, el conjunto fr M estd dividido por s(e)

en dos conjuntos abiertos disjuntos, para uno de los cuales todos sus puntos son
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iluminados por e, mientras que ningdn punto de fr M que pertenece al otro conjunto
abierto es iluminado por e. Denotemos por T (e) al primero de tales conjuntos y
por T~ (e) al segundo. 4 ’
Finalmente, denotemos por L(A) el espacio lineal generado por el conjuto de
vectores A y por n(z) la normal exterior unitaria de M en el punto z € fr M.
Ahora, indicaremos algunos sencillos, pero importantes resultados.
Sea M C R™ un cuerpo estrictamente convexo, con frontera regular.

Observacién 91 Cualesquiera dos shadow boundaries s(e:) y s(e;), e e; € 52,
tienen interseccidn no vacia que es igual a ’

i) el conjunto de dos puntos antipodas. si. e; # =e;; tales puntos antipodas son
denotados por t(e;, e;) y t*(e;, e;), respectivamente,

ii) s(ei) St e; = € 06 = —e;.

Observacién 92 Si z € T*(e) entonces 2* ¢ T~(e), y si z € T~(e) entonces
Z* € Tt(e). - ‘

Lema 93 Sea P C R? un poligono convezo y sea {b1,...,b,} el conjunto de sus
vértices n > 5. Consideremos los poligonos convezos Py con vértices b1y ..., bpoq,
bt1,-0,0n, k=1,...,n. Entonces o
n
() (int Py) # 2.
k=1

Prueba. De la construccién de los poligonos P; se ve que los interiores de
cualesquiera tres de estos poligonos tienen interseccién no vacfa ya que cada terna

‘de los poligonos Py tiene una arista en comin. Asi, en virtud del Teorema de Helly,

n
() (int ) # 2.
k=1 ‘
]
Lema 94 Sea M C R™ un cuerpo convezo, q € fr M un punto frontera regular, y

I una direccidn definida por un vector no cero e. Entonces ¢ es iluminado por la
direccion I si y sélo si {e,n(q)) < 0. :

. Py (en'la notacién del lema 93)..

Prueba. Supongafnos que el punto p es iluminado por [, esto es, p+ /\? € int M,
para A > 0 suficientemente pequefia. Puesto que n (p) es ortogonal al (dnico) plano
soporte de M en p, {n (p), (p+ Ae) —p) <0, Le.,

An (p),e) <0.

Si ahora tenemos que A(n (p),e) < 0, aplicando el razonamiento anterior en
sentido inverso, vemos que p es iluminado por I. m

Prueba. (del Teorema 63) En un sistema coordenado (z1,22,%3) para RS
podemos suponer que p = (0,0, 0).
Consideremos n puntos ag, . ..,d,—1 € C(p), n > 5. Sea

m:R3 10

la;i proyeccién desde el punto p sobre el plano II el cual tiene la propiedad de que

separa M de p. Por la eleccién de II, 7(M) es un conjunto bidimensional, convexo

y compacto. : .

Cambiando la numeracién de los puntos a;, si es necesario, podemos suponer que
el poligono P con cuyos vértices son los puntos 7 (a;), ¢ =0,...,n—1, es convexo. En
virtud del lema 93, existe un punto a el cual pertenece al interior de cada poligono

Consideremos los puntos (vectores) ax_1,ax, ar+1 € C(p). Afirmamos que uno

~de los puntos (ax—1, Gx+1), t*(a;‘c_fl,-dkﬂ) (digamos, el segundo) es iluminado por

la direccién definida por a, i.e., |
| t* (-1, as1) € T (a). (3.10)

Mi4s aiin, si ¢ € C(p) pertenece al mismo arco de C(p), con puntos extremos
ar-1y Qk+1, Que ag, entonces

t(ak—1,a5+1) €TT(g). - (3.11)
Por la observacién 92, la relacién (3.10) es equivalente a la inqlusién
t(ax—1,ar+1) € TT(—a). (3.12)

: . . . . 1 + —
El plano L({ag_1,ax41}) divide R3 en dos semi-espacios abiertos LT, L_(_c cuyas
. . . ‘ . 4 - .
normales unitarias exteriores respectivas son denotadas por n y ny = —nf, i.e,

L+:{x:(x,n,‘l’)<0}yL;:{x;(w,n;)<0}.
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1 Los planos soportes de M en los puntos ¢(ag_1, axi1) y t*(ap_1, Gk4+1) SON para-
elos al vector aj_;, puesto que t(ag_1, ap41), t*(ap—1, ak+1) € s(ag—1) y los planos

~soportes en los puntos de s(d—1) son paralelos a Ak—1.

Anélogamente, estos planos soportes son paralelos a aji;.
Asi, tenemos que los planos suportes en t(ak—1,ap41) y t* (ag—1, Gk+1) Son pa-
ralelos a L (ag—1, ax11), ie., ya sea que

n(t(ag_q, ai1)) =nf 'y n(t*(as_y, akt1)) = ng ' (3.13j
o
n(#(@h-1,a041)) =0 ¥ n(t(ar-1, appr)) = 0. (3.14)

P.’uesto que los puntos 7(g) y @ no pertenecen a L({az_1, ak+1}) (recordemos que
a,E int P, k=0,...,n -1y n(g) ¢ P:), tenemos que g,a € L({ax-1,ar41}). Mis
aun, a y g pertenecen a diferentes semiespacios de los dos semiespacios determinados
por L({ak-1,ax41}) [fig. 8]. - | L '

Por lo tanto, ya sea que

aeLf y qel; ' (3.15)

wely y geLf. (3.16)

En- virtud de la arbitrariedad de la notacién tanto de los semiespacios determina-
dos por L({as_1, ar+1}) como de los‘puntos antipodas t(ax_y, ag41), t*(ag—1, akt1),
podemos suponer que (3.13) y (3.16) se cumplen, i.e.,

Ag,n) < 0,n(t*(ak-1, ars1)) = ny ¥ {a,ng) < 0,n(t"(ak-1, ars1)) = ny -
De estas relaciones, llegamos a que

(@, n(t"(@h-1, 0041))) = (a,ng) <0, )

(@ n(H(ar,0040)) = (g, < 0. (3.18)

En Vi.rtud. del lema 94, los puntos t*(ax—1, art+1) ¥ t(ar_1, ax+1) son iluminados
por las direcciones de a y ¢, respectivamente. Luego, las relaciones (3.10), (3.11) (y,
por lo tanto, (3.12)) se satisfacen. '
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.

Figura 8:

Intercambiando, si es necesario, la notacién.de los puntos ¢(ap—1,ax+1) por .

t*(ak—1, ag+1), podemos suponer que las relaciones (3:10), (3.11) (y, por lo tan-
to, (3.12)) se satisfacen para todo ¢ € C(p) que pertenece al mismo arco de C(p),
con puntos extremos ax—i ¥ @g+1, que ax, k=0,...,n— 1.

Denotemos por F el conjunto UP_, t(ax—1, ax41) U{p}. Vamos a demostar que F
es un sistema inmovilizdor primitivo de K.

Sea e € R® un vector no cero. Si existe A > 0 tal que (Ae) Nint M # 0, entonces
p es iluminado por la direccién definida por e. ' :

Ahora supongamos que e € C(p). Si e = a; para algin indice £ =0,...,n— 1,
entonces e pertenece al arco de C{P) con puntos extremos ax—1, ax+1. Por lo tanto,
por (3.11), t(ak—1, ax+1) € TT(e), i.e., t(ar—1,ar+1) es iluminado por la direccién

del vector e. Si ahora e # ag, entonces e pertenece a algin arco de C(p) determinado

por algin par de vectores a;. Supogamos que e pertenece al arco determinado por
los vectores ax—1 ¥ ax, en consecuencia, e pertenece al arco de C(p) determinado por
Gk—1, @k+1- A partir de (3.11), t(ag—1, ax+1) € TT(e), i-e., t(ag_1, ag+1) es iluminado
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por la direccién del vector e.
Ahora supongamos que e pertenece al complemento de I',. Puesto que R3 —

Iy ¢ U k, existe un indice kg tal que e € L , L.e., <e,n;:0> < 0. De aqui
que (e,n(t (ako_l,ak0+1))) < 0y, por lo tanto, t(ako_l,ako.l_l) es iluminado por

la direccién determinada por e por el lema 94. Asi, por BM1, F es un sistema

inmovilizador de M.

Para ver que F es primitivo veamos que la direccién determinada por ay ilu-
mina unicamente al punto t(ag—1,ar+1) ¥ la direccién determinada por « ilumina
tinicamente al punto p. Del Teorema 52 se tiene el resultado.

- Observemos que como a € [7_,(int Py) y ax € P; para toda j # k, la linea
L(ag—1,ar+1) N1II es la tnica linea entre todas las lineas L{a;—1,0i41) NI, 1 =
0,...,m—1, que separa los puntos a y a; en el plano II. Luego, la relacién (3.16) se
satisface para a y ax (a en lugar de ¢). Procediendo de la misma forma a como se
hizo para obtener las relaciones (3.17),(3.18), vemos que la direccién determinada
por ay, ilumina el punto ¢(ax—1, ar+1).

Por otro lado, como- para i # k a y aj estdn en el mismo semiplano determinado
por la linea L(a;—1, a;y1) N H a v aj pertenecen al mismo semiespacio determinado
por el plano L(a;—1,a:41), 4 # k. En vitud de (3.10), {a,n(t*(ai—1,ai11))) < 0
o, lo que es igual, {(a,n;) < 0, i # k. De los dos hechos anteriores tenemos que
<ak, ) < 0,1 #k, ie., (ag,n(t*(ai—1,a+1))) < 0y, por lo tanto, ay ilumina a
t* (az_l, aiy1), 1 # k, por el lema 94. Finalmente, puesto que una direccién no puede
iluminar simultdneamente una pareja de putos antipodas, lo anterior implica que az
no ilumina a ninguno de los puntos ¢(a;—1, a;y1), 7 # k.

Por otra parte, en virtud de que la relacién (3.10) se satisface para toda k=
0,...,m — 1y puesto que, como se sefialé anteriormente, una direccién no puede
iluminar simultaneamente una pareja de puntos antipodas, « ilumina dnicamente al
punto p. m

3.5 Poliedro de 14 Vértices Inmovilizado Primitivamen-
te por sus Vértices

. Por comodidad supongamos que R® tiene un sistema rectangular de coordenadas

(%1, %2, z3). Consideremos el cubo I3 con caras paralelas a los ejes coordenados y
con uno de sus vértices en el origen, i.e.,

IP ={(z1,22,23) € R®: 0< 2, < 1,i=1,2,3}.

Deno‘temos por —I° la imagen de I® bajo la 51metr1a central s : R® — R dada

por ¢ —+ —z.
Consideremos el punto ¢ € R® cuyas coordenadas son (%, %, to), con tg > %, y los
poliedros

N =conv(I*U (-I%)) y M = conv(N U {t, —t}).

Primeramente, observemos que M tiene 14 vértices. En efecto, M y N tienen
12 vértices en comin, M tiene todos los vértices de IV excepto los vértices (0,0, 1)
v (0,0,—1), ya que estos puntos son puntos interiores de M, puesto que to > 3, y
los otros dos vértices son precisamente t y —t.

Dividamos el conjunto A de vértices de M en dos subconjuntos 4A; y Ay de tal

manera que
(i) Cada uno de estos consta de 7 elementos, y
(ii) no existen elementos a y b de A; para los cuales a = s(b), i.e., a = —b.

Denotemos los elementos de 4; por ay, ag, as, . .., ar ylos de A; por af, a5, af, . . ., ah.

De (¢) y (4t) vemos que es posible tomar la enumeracién de los vértices de tal manera -

que a; = —a; 1 =1,2,...,7 (fig. 9). Afirmamos que A es un sistema inmovilizador
primitivo de M.

Puesto que el conjunto de vértices V(IN) de N es un sistema inmovilizador de N
v ya que N C M es muy fécil ver, haciendo uso de BMI, que V(M) es un sistema
inmovilizador de M. ‘

Por otro lado, para ver que V(M) es primitivo veremos que para cada a € V(M)
existe una direccién que ilumina dnicamente al punto ¢ y a ningin otro punto de
V(M). Del Teorema 52 se seguiré el resultado.

Sean a, b, ¢ tres vectores de R® Llamaremos al conjunto

{zeR%:z=ala—c)+B(b—c)+c0aBcR}

el plano determinado por los vectores (puntos) a, b, c. El plano determinado por los
vectores a, b, ¢ serd denotado por P(a,b,c).

Primeramente, observemos que P(ag,as,ar) = P(ah,af,ar). Por lo tanto, el
hexagono H cuyos vértices son los puntos ay, as, a7, ah, af, ar es plano y como M es
centralmente simétrico, H es un hexdgono con aristas opuestas paralelas. Por otro
lado, el plano P(—ag, a4, a1) es paralelo al plano P(as, as, ar), es decir, paralelo al
plano de H. En efecto, puesto que, por un lado, los vectores (a4 —a1) y (a5 —az) son
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Figura 9:

paralelos y puesto que, por otra parte, as es paralelo a (a;+ag), entonces P(as, as, 0)
Y P(—as,a4,01). :
Finalmente, como P(ay, as,0) = P(as, a5, ar), se tiene que P(ay, as, ar) es para-

leloa P(—ag, aq4, a1).
Como H es un hexdgono con caras opuestas paralelas, para cada vértice a de H -

existe una direccién e,, paralela a P(asy, a5, ar), que ilumina, con respecto a rint H,
Unicamente a este punto y a ningtdn otro vértice de H. Puesto que rint H Nint M =
rint H, e, ilumina, con respecto a M, Gnicamente a a ¥ a ningdn otro punto de H.

Como ¢, es paralela a P(ay,as,a7), €, es paralela a P(—ag,a4,a1), en virtud
de la observacién hecha un poco mds arriba. Luego, e, no ilumina a ningin otro
vértice de M porque cada una de los vértices de M, que no es vértice de H, tiene
como plano soporte de M a P(—as, a4, a1) 0 a P(—ag, aq,a;) los cuales son ambos
paralelos a e,. ‘

Para finalizar, basta verificar que para cada uno de los vertlces de M que no
es vértice de H, i.e., para cada uno de los puntos a, a,l, as, a3, G4, a4, g, a6, existe
una direccién que 11um1na tinicamente a este punto y a ningtin otro elemento de
A. Veamos esto para a;; para los demds vértices la verificacién de la propiedad
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mencionada arriba se realiza de manera completamente andloga.

~ Consideremos la linea I determinada por la interseccién de los planos P(az, as, ag)
v P(a1, a9, —a7). Sean e,, v —eg, los vectores paralelos a I. Como A es un sistema
inmovilizador, e, ilumina al menos un punto de A. Sin embargo, observemos que,
puesto que €,, ¥y —€q, son paralelos al, eq, ¥ —€q, no iluminan a ningdn vértice
de M que tenga la propiedad de tener un plano soporte de M que sea paralelo a

P(ay,as,ag) 0 a P(ay,as, —ar). Ahora bien, ya que a; y —a; son los dnicos puntos

de A que no tienen la propiedad anterior, e,, debe iluminar o bien a a; o bien a —aj;.
En el primer caso, hemos terminado (pues ey, no ilumina a —ap). Si e, ilumina a
—ay, entonces —e,, ilumina a a; y hemos terminado (pues —e,, no ilumina a —a;.
Por lo tanto, A es primitivo.

3.6 Una Cota Superior para Cardinalidades de Sistemas
Inmovilizadores Primitivos Maximales en Funcién
de dimM y md M

Para cardinalidades méximas de sistemas inmovilizadores primitivos de un.cuerpo
convexo M C R” inicialmente tan sélo se tenfa la estimacién

Omax (M) < 00 (3.19)

la cual también es exacta. Esto se sigue de [B-Ma2] y [Mo] donde son construi-
dos cuerpos convexos con la propiedad de que g, (M) = co. Sin embargo, la
estimacién (3.19) no estd escrita en términos del funcional de Boltianski md M.
A continuacién, vamos a resolver el problema de encontrar estimaciones para las
cardinalidades de sistemas inmovilizadores primitivos maximales en funcién de la
dimensién dim M y el funcional de Boltianski md M [B-Mo2]. Para tal propésito
serdn de gran utilidad los siguientes dos resultados, el segundo de los cuales fue
demostrado por V. Boltianski. '

Lema 95 Sea M C R™ un stack, outcat o stack-outcat de dimension n. Entonces
Cmax(M) < 2n.

Lema 96 Sea M C R™ el politopo particular de dimensién 4 tal que md M = 2,
i.e., H (M) = H) (vea Teorema 27). Entonces Qua(M) = 18.
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3.6.1 Primera Solucién

Veamos en detalle el caso en que M C R™ es un stack. Como M es un stack este
tiene la descripcién (1.6) dada en la sec. 1.2.2del Cap.1. Consideremos la proyeccién
mi : R™ — Py; tal que ker 7; = Ly;.

Diremos que ¢ € fr M pertenece al indice 4, si 7;(a) € rint G1; para todo j
excepto para 1 (y, consecuentemente, mi(a) € rfr Gy, puesto que a € fr M). Es
posible que a € fr M no pertenezca a ningin indice, i.e., 7;(a) € rfr G'1; para més
de un indice j. '

Sea A un sistema inmovilizador primitivo de M.

- Observemos que si o € fr M, a € fr(G1: @ Ly; para algin i € {2,...,n} y, por
lo tanto, existe un hiperplano soporte de (G ® L1;) en a paralelo a Li;. De esta
observacién se concluye quesia € fr M y a no pertenece a ningin indice, i.e., existen
al menos dos indices 1, J tales que a € fr(G1:® L) N fr(Gy; @ L1;), entonces a no
es iluminado por ninguno de los vectores *ey, ..., +e,.

Por otro lado, observemos que si a € 4 ¥ a pertenece al iridice 4, entonces de los
vectores ke, ..., +e, los inicos que tienen la posibilidad de iluminar a a son ;.

Como A es un sistema inmovilizador de M, por BM1, debe existir al mernos un
punto & en A el cual es iluminado por e;, ¢ # 1. Por la misma razén debe existir

a; € Ael cual es iluminado por —é;, ¢ # 1. Hemos sefialado que si alguno de los

puntos a;, @;,%=2,...,n no perteneciera a algtin indice; digamos a;-", entonces no
podria ser iluminado por ninguno de los vectores e, . .. s *en, ¥, en particular, no
podria ser iluminado por ej lo cual contradice la eleccién de ot . Luego, af (a7)
pertenece a algin indice k € {2,...,n} (l€{2,...,n}). Veamos ahora que el caso
t# k (1 # 1) es imposible. En efecto, si af pertenece al fndice k, t # k, por la
segunda observacién hecha, arriba, a;" puede ser iluminado dnicamente por *e; vy no
Por ¢;, sin embargo, esto contradice la eleccién de al. Porlo tanto, al (a]) pertene
al indice 7. De aquf que al # a]"" v al # a;, i # j. Ademds, claramente, af # a;
pues en caso contrario e; y —e; iluminarfan al mismo punto lo cual es imposible.
En resumen, existen los puntos aj’,a{ € ACTftM,i=2,... n diferentes
entre sf; donde para cada j aj‘ ¥ a; pertenecen al indice j y de entre los vectores
*ey, ..., +e, dnicamente e; ilumina a o, (respectivamente, dnicamente —e; ilumina

— 7
aaj).

Es fécil ver que ninguno de los puntos a; @;,t=2,...,7m, es iluminado por e;.

Luego, puesto que A es sistema, inmovilizador, existe ag € A diferente de af, a;,
©=2,...,n el cual es iluminado por e;. Notemos que ag € fr M N rint II (donde
IT es el paralelotopo determinado por Il = [e;, —&;] @ - & [es, —e;]), pues en caso

contario, i.e., si ap ¢ rint I, a no serfa iluminado por €1 i o

" Denotemos por B al conjunto {ao} U {af }?, U{a; },. Afirmamos que todo

vector no cero ¢ € R™, no paralelo a —ey, ilumina al menos un'punto. fie B. iy
Observese que si resulta que el conjunto B es un 51stema 1nmov1hzado? ded ,

entonces este es un sistema primitivo, en virtud del Teorema 52, por las prople1 ? es,

mencionadas arriba, de los puntos{a;-" % ,U{a; }i, y por el hecho de ag es el dnico

unto de B iluminado. por e;. ) ‘ ]
’ Sea f una de las normales unitarias al hiperplano donde estd contenido II. Su

/ n
pongamos que {f,m) < 0 paratodom € My (f,e1) <0. Seae=¢€;+---+e, € R™

un vector no cero donde €, es un miltiplo de ¢;. -
. o 4

Si (e, f) < 0, e ilumina a ag por el lema 9 o

Ento,nces sélo nos resta el caso (e, f) > 0. Dado que e # 0, existe < tal que

’ . . A . TI_
el # 0. Veamos el caso en que ¢ # 1. Como e} es un miltiplo de e;, e; ilumina a a;
L #£ 0.

oa; . - '

1Supongamos que a; es iluminado por €, 1.e._,‘_ af ++/\e;- € 111.1: M. Por otri lado,
a;-" se puede expresar como aj' = bi';-el + o+ bpen, b € Ij&, Jj=1,...,n. Luego,
mi(af + Xeb) = (bfie1 + bfie;) + Ae} € rint Gy ; para A pequeila. -

Puesto que (e, f) > 0, concluimos que (e}, f) > 0. Ademz?s, como (f,e1) < ;|
anterior implica que €] es paralelo a —e; y, por lo tanto, en virtud detla jesgnpcmr;

. . . . .

de G, (b;:el + b;-';ei) es iluminado lpor ¢} o existe una linea soporte 14 9
pasa por este punto y es paralela a €.

De los dos hechos anteriores tenemos que

(bf;e1 + bfer) + Ay + €f) € rint Gy s (3.20)

’ . . _ + +
Por otra parte, puesto que a] pertenece al indice 4, me(al) = bl.er + biiex €
rint G1 x para k > 1, k # ¢. Por lo tanto, existe Ay > 0 tal que

(bFe1 + bf.ex) + A€} + i) € 1int G1x (3.21)

ara A< Mg, k> 1, k# 1.
’ Sea X = mings1k21{Ax}. De las relaciones (3.20) y (3.21) y del hecho de que

M tiene la representacién (1.6), concluimos que
(bfer + -+ blen) + A€y + -+ e,) =af + de €int M, para A < X,

n —_—
i i { v o paralelo a —e;
i.e., a es iluminado por e. Asi, todo vector no cero e € R™ no p ,

ilumina al menos un punto de B. B
Si —e; ilumina alguno de los puntos de B, B = A y, por lo tanto, |A| = 2n — 1.
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Si ningin punto de B es iluminado por —e;, A y B difieren dnicamente por
un punto a que precisamente es aquel punto que es iluminado por —e;. En efecto,
si existiera algin punto b € A\ B, b # a, entonces B U {a} C A\ {b}. Puesto
que B U {a}es sistema inmovilizador (en vitud de BM3), de la contencién anterior
concluirfamos que A\ {6} también serfa sistema inmovilizador Io cual contradice la
hipétesis de que A es primitivo. Por lo tanto, |A| = 2n. ‘

3.6.2 Segunda Solucién

Primeramente, describiremos la manera de encontrar el ndmero Ormax (M) con ayuda
del cuerpo polar M*. Sea M C R™un cuerpo convezo con el origen en sus interior
Y sea M™ su cuerpo polar, i.e.,

M*={y e R": (z,y) < 1 para todo z € M}.

Sean I'y, ..., Tt hiperplanos soportesde M*y B; = M*NT;,i=1,..., k. Dire
mos que {I';,..., T4} es un cosistema inmovilizador de M* si para todo semiespacio
abierto P C R™ con hiperplano frontera fr P a través del origen, al menos uno de
los conjuntos By, ..., By esté completamente contenido en P. El cosistema inmovi-
lizador {T'y,...,T%} es primitivo si ningdn subconjunto propio de {T1,..., T} es
cosistema inmovilizador de M*. Denotaremos por Ofin (M) el méximo de los ente-
ros k para el cual existe un cosistema inmovilizador primitivo {T'y,..., T4} de M*
(si existen cosistemas inmovilizadores primitivos de M* con cardinalidad arbitraria-
mente grande, escribiremos g}, (M*) = o).

Lema 97 Para todo cuerpo convezo M C R™ que contiene al origen en su interior
la relacion

anin(M*) = Qmin(M)

se satisface.

Prueba. Sea F = {z1,...,2:} C fr M un sistema inmovilizador para el cuerpo
M. Denotemos por T'y,..., T los planos polares de los puntos zq, .. STk, e,

li=ai={yeR": (y,2;) =1}, i=1,... k.

Entonces T'y,...,T son hiperplanos soportes del cuerpo polar M*. Vamos a ver
que {I'1,...,I'x} es un cosistema inmovilizador de M*. Sea P C R™ un semiespacio

abierto con hiperplano frontera a través del origen. Denotemos por [ la direccién

definida por la normal exterior p del semiespacio P. Puesto que F es un sistema

inmovilizador de M, existe un punto z; € F el cual es ilumimado por la diregcién {
(por BM1), i.e., existe A > 0 tal que el punto z) = ; + Ap pertenece al 1nter1(?r de
M. Podemos suponer, disminuyendo A si es necesario, que z) es distinto del origen.
Sea z un punto del conjunto B; = M*NT;. Puesto que z € I';, tenemos que

(z,2) = 1. : (3.22)

| . . . i . *
Més aun, puesto que z) es un punto interior 'de M, el hiperplano polar z} no
P . ‘* V) . .
tiene puntos en comin con M™, i.e., el cuerpo M™ estd situado en el semiespacio

{(y: (y,23) < 1)}. En particular,
(z,23) <1 (3.23)

De (3.22) y (3.23) obtenemos que (z,z) — ;) < 0, i.e., (z, Ap) <0, y, por lo‘ tan’Fo,
(z,p) < 0, ya que A < 0. Esto significa que z € P. En V1rjcud de .la arl?ljcrarle—
dad de z, tenemos que B; C P. Luego, {I'1,...,I'x} es un cosistema inmovilizador
de M*. Siguiendo en sentido inverso el razonamiento anterior, encontramos que,
reciprocamente, si {I';,..., 'y} es un cosistema inmovilizador de M * er‘lt‘onces los
correspondientes puntos polares 21, ...,z determinan un sistema 1'nn.10.v1hz§dor ’de
M. Esto implica que el cosistema inmovilizador {I'y,...,T'x} es primitivo si y sélo
si el sistema inmovilizador 21, ...,z es primitivo. m

Prueba. (del lema 95) Investigaremos en detalle el caso cuando M es un stack
de dimension n; los casos restantes se resuelven de manera semejante.

Sea M C R™ un stack de dimension n. En virtud del Teorema 30, existe una
base e1,...,e, de R™ y conjuntos convexos bidimensionales, cerrados Cs,...,C,

tales que

i) Cr Clin(er,er) yextCr C{e1}UIl ; paral=1,...,n,

ii) M* = conv(Cy,...,C)). Paracada ! = 2,...,n denotamos por F;" el 4ngulo
{v:v=me +ze, z1 <0, 2, >0}, y por F] el dngulo {v:v=12z;e; + 27¢;,
z1 <0,z < 0} ’

Sea ‘{Fl, ...;I'x} un cosistema inmovilizador de M* y By = M*NTy,..., By =
M* N Tg. Observemos que, para [ > 2, al menos uno de los conjuntos By, ..., B

. . . . +
estd contenido en el semiespacio coordenado Ez+ . Denotemos tal conjunto por B;.
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Asimismo, para ! > 2, al menos uno de los conjuntos Bi, .. ., By estd contenido
en el semiespacio coordenado E;. Denotemos este conjunto por By Bl"' , Tes-
pectivamente, B, , es un punto o un segmento que estd contenido en fr M* N Fl"',
respectivamente, en fr M* N F". ' '

Finalmente, al menos uno de los conjuntos By, ..., By estd contenido en el se-

~ miespacio coordenado Ej, y no es dificil ver que este conjunto B coincide con

{e1}.

Luego, tenemos 2n—1 conjuntos diferentes Bf', BZ'*', B/, 1=2,...,nseleccionados
de entre los conjuntos By, ..., By y, por lo tanto, k > 2n — 1. Més aiin, sea E un se-
miespacio abierto con hiperplano frontera a través del origen. Si e; ¢EyE#E],
entonces E contiene al menos uno de los dngulos Fy", ..., F¥ F; ... F7, de donde
éste contiene al menos uno de los conjuntos Bz+: B, 1=2,...,n. Si ahora ¢; € E,
entonces E contiene al conjunto Bf' = {e1}. Por lo tanto, todo semiespacio abierto
E con o € fr E distinto de | contiene al menos uno de los B;", Bl+: Br,l=2,...,n.

Por otro lado, si el semiespacio E; contiene al menos uno de los conjuntos
BZ'",BZ_, I'=2,...,n, entonces todo semi-espacio abierto de R™ con hiperplano
frontera a través del origen contiene al menos uno de los conjuntos Bi", BZ+7 B,
[ =2,...,n, es decir, tenemos un cosistema inmovilizador de M* tomado de los
{T'1,..., Tk} que contiene 2n — 1 hiperplanos. En este caso & = 2n — 1. Si resulta
que el semiespacio E; no contiene alguno de los conjuntos BZ+7 B, l=2,...,n,
entonces es necesario adicionar un conjunto mds de los conjuntos B, ..., By, es
decir, & = 2n. Por tanto, en todo caso 0%in (M*) < 2n. Del lema 3.22, se obtiene
que Opin (M) < 2n. w

3.6.3 Estimacién Para las Cardinalidades M3aximas de Sistémés In-
movilizadores Primitivos

Teorema 98 Sea M C R™un cuerpo convero. Simd M =1 (i.e., M es un parale-
lotopo de dimension n), entonces g, (M) = 2n. Si md M = 2, entonces

9
‘Qmax(M) S P Uy, . (324)

donde

an, =0 para n=0(mod4), ap= —g para 1 = 1(mod4), (3.25)

11 »
anp =-3 para n=2(modd), a,= ~5 pare n= 3(mod4). - (3.26)
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Simd M > 3, entonces 0 (M) < .

Todas las estimaciones son ezactas (i.e., existe un cuerpo convero M C R"™ con
md M prescrito para el cual la cota superior es alcanzada).

Por lo tanto, junto con la desigualdad del Teorema 72, obtenemos las siguientes
estimaciones ezactas:

Omin(M) = 0pax (M) =2n  para mdM =1,

gn < Ppin(M) < 0 (M) < g-n-i— an  para mdM = 2, (3.27)
n
Mt ' < 00a(M) < Omax(M) <00 para md M > 3.

Prueba. Sea M C R™un cuerpo convexo en R” para el cual se tiene que
md M = 1. Por el Teorema 9 M es un paralelotopo y, por lo tanto, todo sistema
inmovilizador primitivo F' de M consta de 2n puntos y cada uno de los puntos de
F est$ situado en el interior relativo de una y sélo una de las cara de M. ‘

Consideremos ahora el caso. md M = 1 y denotemos por M C R”™ el cuerpo
M=M;®I®---®I, donde M3 es un cuerpo tridimensional que es el casco convexo
de un cuerpo estrictamente convexo, con frontera regular K y un punto que no
pertenece a K, mientras que cada sumando [ es un segmento. Ademds, el nimero

" de sumandos es igual a n — 3. Entonces M es un cuerpo convexo con mdM =3y

dim M = n. Del Teorema 63 se concluye que g, (M) = oo, esto es, se alcanza la
cota superior sefialada en el Teorema 98.

Para finalizar la prueba, ser4 suficiente establecer que las estimaciones, indicadas
en el Teorema 98 para el caso md M = 2 se alcanzan, es decir, son cotas exactas.
Sea M C R™ un cuerpo convexo tal que md M =2y sea M = M; @ --- & My su
descomposicién en suma vectorial directa en cuerpos convexos indescomponibles.
Por el Teorema 13 md M; < 2,¢=1,...,k. Entonces

Qmax(M) = Qmax(Ml) T + Qmax(Mk) (328)

en virtud del Teorema 66. Mds atdn, para cada M;, 1 = 1,...,k se tienen las
siguientes posibilidades:

a) dim M; =1, i.e., M; es un segmento y, por tanto, oy, (M;) = 2.




i,
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b) dim M; =2, i.e., M; es un conjunto convexo bidimensional distinto de un para-
lelogramo; en este caso g, (M) < 6 por el Teorema de Tomor-Fudali [].

c) dim M; > 3,y M es un stack, outcat o stack-outcat. En este caso g, (M;) < 2n
por el lema 95.

d) M; es el politopo especial de dimensién 4 (H(M;) = H(q)). Para esta posibilidad
Omax(M;) = 18 por el lema, 96. :

Si para algiin fndice 7 se presenta el caso b) con g, (M;) < 5, entonces podemos
reemplazar M; por un hexdgono con lados opuestos paralelos, aumentando con esto
el ndmero (3.28). Por lo tanto, para obtener el maximo valor posible del ndmero
(3.28), debemos suponer que todo M; con dim M; = 2 es un hexdgono con lados
opuestos paralelos, y, por tanto, g, (M;) = 6.

Por (3.28), tenemos ahora

gmax(M) = 2Qa + 6% +2D + 18ch (329)

donde gz, g5, s son los niimeros de los sumandos en (3.28) para los cuales, respec-
tivamente, se realizan los casos a), b), ¢) vy D es la suma de las d1mens1ones de los
sumandos M; para los cuales el caso ¢) se presenta. :

Supongamos que para algtin {ndice 4 el sumando M; es un stack outcat o stack-
outcat de dimensién n; con n; > 3. Entonces podemos reemplazar éste por M! =
H®I®-- &1 donde H es un hexdgono con lados opuestos paralelos y el nimero
de segmentos I es igual a n; — 2. Al hacer esta sustitucién, el nimero (3.29) se
incrementa, puesto que g, (M) = 2n; + 2 > g, (M;). Esto significa que para
obtener la cota superior, es necesario suponer que no existen sumandos para los
cuales el caso c) se presenta, es decir, D = 0

Vemos que para obtener la cota superior, el cuerpo M tiene una descomposicién
en suma vectorial directa de la siguiente forma

M=1¢--¢loHe -0Hole -0l

donde II es el politopo especial cuatro-dimensional. Ahora notemos que si el niimero
de sumandos H es mayor que 1, entonces podemos remplazar H @ H por II aumen-
tando el nimero (3.29). Similarmente, si el nimero de sumandos de I es mayor que,
entonces podemos reemplazar I @ I por H, y de nuevo aumentara el nimero (3.29).

Por tanto, para alcanzar la cota superior inicamente los siguientes cuatro casos
son posibles
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° M:H@...@H
M=Igllg---all

s M=H&llg---8ll
e M=IcHOBNS &l

Estos casos correspbnden, respectivamente, a las poéibilidades dim M = 0(mod 4)‘,
dim M = 1(mod4), dim M = 2(mod4), dim M = 3(mod 4) y de aqui se tienen las
relaciones (3.25) y (3.26). Por ejemplo, en el caso n = dim M = 4p + 3, tenemos

-3 9 11
Qmax(M) = 18p+8= 18 <P—4—> -|-8= 57’1,— 7;

De acuerdo con la segunda férmula (3.26). =
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